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RESUMO

A presente dissertacdo aborda um estudo sobre Maximos e Minimos de Funcdes utilizando a
metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacéo através da resolucéo de problemas (ONUCHIC
et al., 2014) mediada pelo software GeoGebra. Nas pesquisas realizadas constatamos diversos
problemas relacionados ao ensino e aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral,
principalmente relacionados a maximos e minimos. Um dos problemas recorrentes é a
dificuldade em transitar entre diferentes registros de representacdo de um mesmo objeto, devido
a énfase na exploracdo da representacdo algébrica. Ademais, temos a dificuldade dos (futuros)
professores relacionarem os conceitos do Ensino Superior com o Ensino Médio. Nesse viés,
desenvolvemos um Caderno Didatico, resultado do Produto Educacional, com algumas
sequéncias didaticas e aplicativos desenvolvidos no GeoGebra que podem contribuir com o
ensino e aprendizagem de Méaximos e Minimos de Funcles Polinomiais, Racionais e
Trigonométricas. O Caderno Didatico, desenvolvido utilizando a ferramenta GeoGebraBook
on-line, explora alguns conceitos nessa linha de pesquisa de uma maneira dinamica, e permite
ser utilizado de modo interativo, no qual o usuario pode responder questdes e manusear objetos.
Duas das sequéncias propostas foram experimentadas em trés turmas em diferentes niveis de
ensino, sendo uma do Ensino Médio, uma de graduacdo, e outra de Mestrado. Os resultados
das experimentacdes foram analisados utilizando a metodologia qualitativa interpretativa. A
analise possibilitou algumas melhorias nas sequéncias didaticas, que em seguida foram
implementadas no caderno, dando forma as demais sequéncias. Acreditamos que este trabalho
possa colaborar com o ensino e aprendizagem de Maximos e Minimos de Funcdes tanto no
Ensino Superior, quanto no Ensino Médio. Inclusive, auxiliar na conexdo entre esse contetdo
nos dois niveis de ensino.

Palavras-chaves: Maximos e Minimos de FuncGes. Calculo. Derivada. Ensino Médio.
GeoGebra.






ABSTRACT

This dissertation deals with a study on the maxima and minima of functions using the
methodology of teaching-learning-assessment through problem solving (ONUCHIC et al.,
2014) using GeoGebra software. In the research carried out, we found several problems related
to the teaching and learning of differential and integral calculus, mainly related to maxima and
minima. One of the recurring problems is the difficulty in passing between different registers
of representation of the same object, due to the emphasis on the exploration of the algebraic
representation. In addition, there is the difficulty of (future) teachers in relating the concepts of
higher education to those of secondary education. With that in mind, we developed a didactic
booklet (the educational product), with some didactic sequences and applications developed in
GeoGebra that can contribute to the teaching and learning of the maxima and minima of
polynomial, rational and trigonometric functions. The didactic booklet, developed using the
GeoGebraBook online tool, explores some concepts in this line of research in a dynamic way.
It can also be used interactively, where the user can answer questions and manipulate objects.
Two of the proposed sequences were tested in three pilot classes, one in high school, one in an
undergraduate program, and another in a Master's program. The results of the experiments were
analyzed using the interpretive qualitative methodology. The analysis led to some
improvements in the didactic sequences, which were then implemented in the didactic booklet,
giving rise to other sequences. We believe that this research can help with the teaching and
learning of the maxima and minima of functions both in higher education and secondary
education, in addition to helping in the connection of this content in both levels of education.

Keywords: Maxima and Minima of Functions. Calculus. Derivatives. High school. GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

Iniciei minha Graduagdo em Licenciatura em Matematica no ano de 2013 na
Universidade do Estado de Santa Catarina — Centro de Ciéncias Tecnoldgicas (UDESC - CCT)
e conclui no primeiro semestre de 2016. No segundo semestre de faculdade iniciei a disciplina
de Calculo Diferencial e Integral 1 (CDI-I)!, na qual o professor tinha como préaxis o uso do
software GeoGebra. Mesmo sem ter manuseado o software até naquele momento, percebia o
quanto facilitava minha compreensdo em determinados conceitos dessa disciplina. Continueli
utilizando o software em outras disciplinas do curso, mas pude melhor explorar suas
ferramentas com o incentivo da minha orientadora e coorientadora de Trabalho de Concluséo
de Curso e Iniciacdo Cientifica. Fascinada pelas potencialidades desse software e tendo
vivenciado as dificuldades de colegas com a(s) disciplina(s) de Calculo, buscando dar
continuidade aos meus estudos e procurando aperfeicoamento profissional, ingressei no
Programa de Pos-Graduagdo em Ensino de Ciéncias, Matematica e Tecnologias (PPGECMT)
no segundo semestre de 2016, também na UDESC - CCT.

As dificuldades de ensino e aprendizagem encontradas por professores e alunos na
disciplina de Calculo é o principal motivo das pesquisas e publicacGes nessa area. Segundo 0s
pesquisadores Marin e Penteado (2011), Rezende (2003) e Oliveira e Raad (2012), uma delas
esta atrelada ao pouco conhecimento do professor sobre novas metodologias. Isso colabora para
que as aulas sejam direcionadas ao formalismo, que segundo Richit et al. (2012), é quando 0s
alunos apenas memorizam de maneira mecanica 0s exercicios, 0s conceitos e as demonstracgoes,
impedindo muitas vezes que os alunos atribuam um significado mais amplo, que vao além de
aspectos algébricos, como o geométrico que pode ser explorado com o auxilio de softwares de
geometria dindmica.

Sobre o ensino e aprendizagem da derivada, conteudo estudado na disciplina de Calculo,
e algumas de suas aplicacgdes, estudamos os trabalhos de Cabral (2015), Pereira (2014), Silva
(2005) e Tall (1992).

Na dissertacdo de Cabral (2015), a autora relata que algumas dificuldades dos
estudantes em relacdo a derivada estdo em compreender seus conceitos, como inclinagéo e taxa
de variagcdo, bem como, interpretar resultados de problemas contextualizados, como David Tall

ja afirmava em 1992.

! Vale ressaltar que o nome da disciplina varia entre as instituices de ensino, sendo chamada de Célculo
Diferencial e Integral 1, Calculo A, Célculo I, etc. Neste trabalho utilizaremos principalmente 0 nome Calculo
ou CDL.
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Entretanto, acredita-se que a origem dessas dificuldades esteja na mecanizacao e énfase
dos procedimentos analiticos da derivada. A mecanizacdo impede, na maioria das vezes, que
os alunos desenvolvam a préatica do raciocinio, o que por sua vez, dificulta a interpretacédo de
problemas praticos (PEREIRA, 2014).

Na resolucdo e interpretacdo de problemas ha a necessidade, na maioria das vezes, de
transitarmos entre diferentes registros de representacdo semidtica, teoria desenvolvida por
Raymond Duval. Como ja dito, os professores de Calculo, enquanto lecionam o contetdo de
derivadas, ficam muitas vezes presos a representacdo analitica da derivada, limitando o
conhecimento e aprendizagem do estudante. E segundo Duval (2009), para que haja
compreensdo de um conceito matematico, o aluno deve conseguir transitar entre ao menos duas
das diferentes representacGes (grafica, analitica, figura, linguagem natural, etc).

Os conceitos presentes na disciplina de Caélculo, neste caso, em especial o contetdo de
derivada, sdo base para compreender os conceitos e as aplicacBes presentes no Ensino Médio
(SBEM, 2013). Diante disso, essa disciplina € essencial na formacdo de professores de
Matematica, e além disso, é fundamental que os (futuros) professores percebam a relacéo entre
0s conceitos estudados no Ensino Superior com os do Ensino Médio.

Nesse trabalho fornecemos indicacdes de como o (futuro) professor de Matematica pode
relacionar conceitos do nivel superior com o do Ensino Médio (no qual, muito provavelmente
dara aula, ao menos durante seu Estagio Curricular), e além disso, apresentamos uma breve
abordagem dos conceitos intuitivos do Céalculo no Ensino Médio. Para isso, nos baseamos
principalmente nos trabalhos de Avila (1991), Almeida e Viseu (2002) e no Boletim da
Sociedade Brasileira de Educacdo Matemaética — SBEM (2013).

Problemas matematicos estdo presentes no Ensino Médio, Ensino Superior, e
principalmente na vida das pessoas e empresas. Varios desses problemas buscam a otimizacao
de decisbes. Por conta disso, o foco deste trabalho serd uma das aplicacdes da derivada:
Otimizag&o (ou Maximos e Minimos) de Funcgdes.

No curso de Célculo sdo estudadas funcbes polinomiais, racionais, exponenciais,
logaritmica, trigonométricas, entre outras. Neste trabalho focaremos nas func¢Ges polinomiais,
racionais e trigopnométricas

A Otimizacdo de FuncgBes? estad presente em diversas situacdes-problemas, e nio
necessariamente restritas a area de Matematica, sendo assim muitas vezes apresentadas na

forma da linguagem natural.

2 Utilizaremos a expressdo ‘Otimizacdo de Fungdes’ ou “Maximos e Minimos de Fungdes’ para nos referenciar a
‘Otimizacdo de Fungdes Polinomiais, Racionais ou Trigonométricas’.
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A resolucéo de problemas vem sendo estudada na Matematica a bastante tempo, e
ganhou mais forca com os trabalhos de George Polya. Esse matematico buscava que 0s
estudantes fossem cada vez melhores solucionadores de problemas®. Para isso, desenvolveu
uma técnica com quatro importantes etapas para se resolver um problema: compreensdo do
problema, estabelecimento de um plano, execucdo do plano, e retrospecto.

Essa técnica foi muito difundida e assim decorreram novos delineamentos, como por
exemplo, vista como uma metodologia de ensino. Onuchic (2013) diz que, como metodologia,
a resolucdo de problemas tem como objetivo que o ensino e a aprendizagem ocorram juntos
durante a construcdo do conhecimento, “tendo o professor como guia e os alunos como
coconstrutores desse conhecimento” (ONUCHIC, 2013, p.101). Nessa metodologia, o aluno ¢
incentivado a buscar estratégias de resolucdo de um dado problema pautadas na construcéo do
seu conhecimento e ndo apenas em mera mecanizacao de procedimentos, estabelecendo etapas
para a conducéo da aula.

A metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolugdo de problemas
foi desenvolvida pelo Grupo de Trabalho e Resolugdo de Problemas (GTERP)*. Essa
metodologia foi adaptada dos procedimentos de Polya (1995) propondo as seguintes etapas para
a conducdo de uma aula: preparacdo do problema, leitura individual, leitura em conjunto,
resolucdo do problema, observar e incentivar, registro das resolucdes na lousa, plenaria, busca
do consenso, formalizacdo do contetdo e, proposicdo e resolucdo de novos problemas
(ALLEVATO; ONUCHIC, 2014).

Para estudos mais aprofundados sobre a resolucao de problemas usamos livros, artigos,
teses e dissertacbes que pudessem colaborar com esse trabalho (ONUCHIC et al., 2014;
ONUCHIC, 2013; ONUCHIC; MORAIS, 2013; ONUCHIC; ALLEVATO, 2011; ONUCHIC,
1999; POLYA, 1995; SCHOROEDER; LESTER,1989).

A tecnologia® vem ganhando destaque no ensino e aprendizagem da Matematica.
Estudos afirmam que o uso da tecnologia na aprendizagem de conceitos matematicos favorece
a compreensdo, ja que possibilita diferentes representagdes do objeto (RICHIT, 2010; PJANIC;
LIDAN; KURTANOVIC, 2015).

3 Neste trabalho usaremos a definicdo de problema sendo "[...] € tudo aquilo que n&o se sabe fazer mas que se
esta interessado em resolver”. (ONUCHIC, 1999, p. 215).

4O GTERP desenvolve suas atividades no Departamento de Matematica da UNESP — Rio Claro. Foi formado
em 1992, embora j& se reunisse semanalmente desde 1989. Endereco da pégina on-line do grupo:
http://igce.rc.unesp.br/#!/departamentos/educacao-matematica/gterp/item-2/

5 A tecnologia que nos referenciamos é principalmente a tecnologia eletrdnica, como: softwares de geometria
dindmica, internet, projetor, etc.


http://www.rc.unesp.br/igce/matematica
http://www.rc.unesp.br/

22

Outra vantagem atrelada ao uso da tecnologia é a possibilidade de visualizar conceitos
e simular e conjecturar estratégias (RICHIT, 2010, DUVAL, 2013).

Em problemas de Maximos e Minimos de Funcles, a tecnologia permite explorar
parametros da funcdo a ser otimizada e sua representacao gréafica, facilitando a interpretacao e
construgdo de estratégias de resolucéo (SILVA, 2010).

Numer e Justo (2015) desenvolveram um trabalho correlato ao nosso, o qual aborda o
ensino de Otimizacdo de Funcdes a partir das etapas de resolucdo de problemas de Polya com
o software GeoGebra, para o nivel Técnico em Eletronica. Nesse curso os alunos aprendem
conceitos introdutorios sobre limites, derivadas e integrais. O problema utilizado foi chamado
de “Problema da Caixa” e tinha como principal objetivo que os alunos desenvolvessem a fungo
volume da caixa mediados pela tecnologia. Os autores relatam resultados positivos com a
experimentacao:

Com este trabalho observou-se a evolugdo no entendimento dos alunos quanto ao
problema de maximo e minimo; também que o conhecimento de derivada foi aplicado
corretamente quando foi necessario calcular o valor méximo da funcéo e quando foi
solicitado a andlise de crescimento da fun¢do (NUMER; JUSTO, 2015, p. 26).

Na concepcao dos pesquisadores, a resolucdo de problemas foi relevante na aprendizagem dos
alunos, visto que, com ela e a tecnologia, eles puderam pensar criticamente sobre o problema,
estabelecer estratégias e soluciona-lo.

Cabral (2015), da universidade de Lisboa — Portugal, aborda a resolucdo de problemas
no contexto de ‘Taxa de Variacdo e Derivada’ com foco em problemas de otimizagao utilizando
0 GeoGebra em uma turma de nivel Secundéario (equivalente ao Ensino Médio no Brasil) do
curso de Ciéncias Socioecondmicas. O trabalho é formado por uma sequéncia didatica, que é
iniciada com o conteido de taxa média de variacdo e concluida com diferentes problemas de
Otimizacdo. Segundo a autora os resultados revelam que o uso do processo de resolucdo de
problemas auxiliou os alunos na forma como tratar e resolver um problema. Os alunos no final
do trabalho apresentaram muito mais atencéo e preocupacdo com os procedimentos e com o
contexto de cada problema. Além disso, a autora afirma que o uso da tecnologia teve uma
influéncia positiva na compreensédo de conceitos do Calculo.

Onuchic e Morais (2013) desenvolveram, com uma turma do curso de Licenciatura em
Matematica, um trabalho no qual os alunos tiveram como tarefa encontrar/adaptar um problema
que pudesse ser utilizado como ponto de partida para o ensino da Matematica através da
metodologia ensino-aprendizagem-avaliacdo e, por fim preparar e aplicar uma aula com essa

metodologia. Um dos trabalhos que recebeu destaque e foi explorado nesse artigo foi o de
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Otimizacdo. O problema aplicado consistia em determinar a area méxima de um retangulo
inscrito em um triangulo, mediado pelo software Graph®.

Os trabalhos correlatos aqui apresentados podem contribuir com o0 nosso pelas perguntas
norteadoras, contribuicdes advindas dos participantes e consideracdes feitas pelos autores.

Nesse contexto, insere-se nosso interesse de explorar a metodologia ensino-
aprendizagem-avaliacdo através da resolugdo de problemas mediada pelo software GeoGebra
no ensino e aprendizagem de Otimizacdo de Funcdes. E ainda, a partir de um conjunto de dados,
referenciais e sugestbes, o desenvolvimento de um caderno didatico como um Produto
Educacional que possa ser utilizado por professores e estudantes de Célculo Diferencial e
Integral, no Ensino Superior, e professores de Matematica e estudantes do Ensino Medio.

Nessa perspectiva, temos como hipdtese que a metodologia de ensino citada, mediada
pelas potencialidades da tecnologia possa colaborar com o ensino e aprendizagem de
Otimizacdo de Fungdes. Com isso, surge a problematica: como trabalhar a resolucdo de
problemas mediada pelo software GeoGebra de modo que colabore com o ensino e
aprendizagem de Otimizacdo de Funcdes?

O GeoGebra é um software de geometria dindmica com importantes ferramentas que
colaboram com o ensino e a aprendizagem da Matematica. O software comporta ferramentas
de construcdo de graficos, analise dinamica de representacfes geométricas e fungdes, planilha,
entre outras potencialidades que seréo citadas ao longo do trabalho. Optamos por trabalhar com
0 GeoGebra, também, por ser um software gratuito e de facil manipulacéo.

Nosso trabalho sera focado ao mesmo tempo na formacéo inicial de professores de
Matematica, bem como em aplica¢fes que possam ser exploradas no ensino da Matematica em
nivel de Ensino Médio. Porém, é importante ressaltar que o trabalho pode ser utilizado com
turmas de Célculo de outros cursos.

Nossa pesquisa é caracterizada como qualitativa e interpretativa (BOGDAN, BIKLEN,
1994), e tem como objetivo principal desenvolver sequéncias didaticas que colaborem com o
ensino e aprendizagem de problemas de Otimizacdo de Funcdes, mediadas pela resolucéo de
problemas e recursos dinamicos do software GeoGebra. Os objetivos especificos sdo:

= Explorar Maximos e Minimos de Func6es na formacéao de professores e alunos
do Ensino Médio;
= Utilizar as potencialidades da geometria dinamica para trabalhar com os

diferentes registros de representacdo das aplicacoes de derivadas;

& Graph é uma ferramenta simples que ajuda nas construgdes de graficos de funcdes e a fazer diferentes edi¢des
no grafico plotado.
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= Implementar o Produto Educacional - um Caderno Didatico - utilizando a
ferramenta GeoGebraBook disponibilizada pelo software a partir dos problemas
criados/adaptados;

= Disponibilizar o Produto Educacional no ambiente on-line do software

GeoGebra para que possa ser utilizando tanto por docentes quanto discentes.

Este trabalho é composto por mais cinco capitulos além deste.

No capitulo 2 dissertamos sobre o referencial tedrico deste trabalho. Iniciamos com uma
reflexdo sobre o ensino de Caélculo e a formacdo de professores. Dando continuidade,
apresentamos brevemente a teoria de Raymond Duval sobre registros de representacdo
semidtica, e sua importancia neste trabalho. No tépico seguinte, tratamos sobre a resolucdo de
problemas, principalmente como metodologia de ensino. Por fim, abordamos o motivo de
utilizar software de geometria dindmica no ensino e aprendizagem de Matematica, tratando
também sobre as vantagens em utilizar a resolucdo de problemas e a tecnologia
simultaneamente.

No capitulo 3 discorremos sobre a metodologia de investigacdo qualitativa e
interpretativa de Bogdan e Biklen (1994). Nesse, descrevemos 0s procedimentos tomados para
o desenvolvimento das atividades, experimentacdes e analise dos resultados.

Dando forma ao capitulo 4, descrevemos as sequéncias didaticas experimentadas em
turmas de Ensino Médio e Formacdo de Professores. Sendo assim, esse capitulo apresenta o
contexto, os resultados e analise das experimentagdes.

No capitulo 5, descrevemos o Produto Educacional deste trabalho. Resumidamente, o
Produto Educacional trata-se de um caderno didatico desenvolvido com a ferramenta
GeoGebraBook, disponibilizada on-line e gratuitamente pelo software GeoGebra. Esse caderno
didatico comporta principalmente problemas de Otimizacdo de Func¢Bes e um roteiro de aula
para o professor. Podera ser utilizado por professores e alunos de Calculo e/ou do Ensino
Médio.

Por fim, no capitulo 6, faremos algumas consideracdes sobre os resultados obtidos em
confronto com nossos referenciais, além de destacar dificuldades encontradas e perspectivas

futuras.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Otimizar é uma atividade presente na vida social, pessoal, profissional e em contextos
naturais/biologicos. Podemos maximizar lucros e minimizar custos; otimizar espacos; otimizar
taxas de transporte; minimizar filas de caixas de supermercados, etc. Hoffmann e Bradley
(2002), abordam diversas outras aplicacOes de otimizacdo de fungdes, variando entre diferentes
areas.

A tematica de otimizacdo de funcbes estd presente nos Parametros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM — PCN+) no conteudo de Fungdes Polinomiais do
Segundo Grau, em que afirmam que os alunos devem “Interpretar, fazer uso e elaborar modelos
e representacdes matematicas para analisar situacdes; por exemplo, utilizar funcGes ou gréaficos
para modelar situagdes envolvendo calculos de lucro maximo ou prejuizo minimo” (BRASIL,
2000, p. 117). No Ensino Superior, esta presente na grade curricular do curso de Calculo
Diferencial e Integral 1 (CDI-I) de diversas universidades, por exemplo: USP (2017), UDESC
(2014), UNESP (2011), sendo uma das aplicagdes da derivada. Alguns cursos de nivel superior
apresentam a Otimizacao utilizando outros conteudos matematicos além de Funcdes, por conta
disso, existem outras disciplinas que suportam a Otimizacdo, como por exemplo, a disciplina
de Pesquisa Operacional (PO), bastante frequente na grade de cursos como Engenharia de
Producdo (UDESC, 2002), que visa buscar a melhor deciséo para resolver um problema entre
as mais diferentes situagdes (transporte, esporte, governo, manufatura, cadeia de suprimentos).
Sendo o mundo da Otimizacdo bastante vasto, concentraremos este trabalho na Otimizacdo de

Funcdes Polinomiais, Racionais e Trigonométricas, com foco na disciplina de CDI-I.
2.1 ENSINO DE CALCULO

O conteudo de Calculo ja esteve presente na grade curricular do Ensino Médio, mas foi
extinto durante a Reforma da Matematica Moderna no final da década de 50. 1sso ocorreu,
pois, os reformistas defendiam a necessidade do rigor e formalismo matematico, e assim, devido
a grande quantidade de conteudo e o curto tempo para leciona-lo, optaram por retirar o Calculo
(AVILA, 1991).

Apesar disso, o Caélculo poderia voltar a ser ensinado no Ensino Médio, ndo como
disciplina ou conteudo especifico, mas sim de maneira intuitiva. Para Machado (1990), as ideias
do Calculo devem ser tratadas desde o Ensino Basico. O conteudo de derivada ndo precisa ser
lecionado com rigor nesse nivel de ensino, mas de modo que evidencie sua ideia de variacéo e
propor¢do (MACHADO, 1990).
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Pereira (2009), realizou a aplicacdo de uma proposta sobre a insercdo de conceitos
intuitivos do Célculo para ensinar o conteudo de Fungdes no Ensino Médio. O autor tinha como
objetivo ndo apenas preparar os alunos para uma compreensao facilitada do Calculo formal
quando ingressassem em uma Graduacdo, mas principalmente que eles compreendessem
Funces do ponto de vista da variabilidade usando conceitos do Célculo. Segundo o autor, essa
pratica de ensino apresentou excelentes resultados com a turma piloto.

A introducdo do Calculo no Ensino Médio acarreta um aperfeicoamento nos
instrumentos algebricos, capaz de melhorar as habilidades em andlise de graficos de funcgdes
polinomiais. Diante disso, Smole e Diniz (2013, p. 370), afirmam que o objetivo de introduzir
o Célculo no Ensino Médio ¢ “que os alunos utilizem a no¢ao de derivada para aprimorar a
analise das fun¢des polinomiais, especialmente na resolucdo de problemas de crescimento e de
determinagdo de pontos de maximo ou minimo”.

Conceitos do Célculo ja estdo presentes em diversos contetdos lecionados no Ensino
Médio, como por exemplo, taxa de variagdo, proporcionalidade, areas de figuras planas,
problemas de maximos e minimos, crescimento e decrescimento de fungbes, entre outros
(MACHADO, 2008). Porém, muitos (futuros) professores tém dificuldades em verificar e
compreender a relagdo entre a Matematica do Ensino Médio com o CDI. “O curso de Calculo
Diferencial ir& ajudar a aprofundar o estudo de fungdes, mas o licenciado deve ter clareza de
que parte desse aprofundamento pode ser levado ao Ensino Médio.” (SBEM, 2013, p. 20).

Em relacdo aos problemas de Maximos e Minimos de Funcdes, a Sociedade Brasileira
de Educacdo Matematica (SBEM, 2013), afirma que o tratamento utilizado no nivel superior
nesse conteudo é fundamental para o (futuro) professor compreender o tratamento que deve ser
utilizado sobre esse conteddo no Ensino Médio. Por exemplo, o (futuro) professor de
Matematica sabe que para uma funcdo do segundo grau, dada analiticamente por f(x) =
ax? + bx +c,emque a, b e c sdo nimeros reais dados e a # 0, quando o coeficiente a é
maior do que zero a parabola terd concavidade para cima, e assim, um ponto de minimo. Porém,
esse mesmo professor deve compreender que isso é obtido a partir do teste da segunda derivada.

Alguns autores de livros de Ensino Médio escritos apds a Reforma da Matematica
Moderna continuaram explorando o conteudo de Calculo, as vezes intuitivamente ou
explicitamente (DANTE, 2005; DANTE, 2004; PAIVA, 2005; SMOLE; DINIZ, 2013). O
Exemplo 1 a seguir apresenta o Calculo de uma maneira intuitiva. Com esse, o professor pode
explorar os conteudos de taxa de variacdo de uma funcdo quadratica, ponto de maximo e

conceitos da Fisica sobre movimento uniformemente variado.
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Exemplo 1: Uma particula é colocada em movimento sobre um eixo a partir do ponto -
12, com velocidade inicial de 7m/s e aceleracéo de -2m/s2. Em quanto tempo a trajetoria
mudara de sentido? (Adaptado de DANTE, 2004, p. 167).

Uma das maneiras de se resolver esse problema € supondo a trajetdria da particula sendo
dada por uma funcéo quadratica em relagdo ao tempo, na qual o ponto méximo refere-se ao
ponto em que a trajetoria muda de sentido. Ainda, podemos considerar que quando a trajetoria
muda de sentido, a velocidade é zero nesse ponto.

Mesmo os livros que ndo apresentam uma se¢do especificamente sobre Célculo, podem
apresentar problemas dessa teoria dentro de tépicos como aplicacbes de funcBes. Porém, se
esses problemas forem apresentados em uma se¢édo especifica, eles podem ser ignorados, pois
ndo fazem parte da grade curricular do Ensino Médio como um contetdo especifico. Ademais,
um professor de Matematica quando se depara com um livro que aborda o Calculo
explicitamente, e que por sua vez, ndo teve ou ndo compreendeu durante sua formacao a relagédo
entre essas ‘matematicas’, provavelmente ird questionar a necessidade do livro abordar esse
conteddo e, além disso, talvez opte por ndo apresentar em seu Plano de Ensino. Isso, por talvez
imaginar que os alunos ndo sdo capazes de compreender, ou, pela sua formacdo nao ter
apresentado essa conexdo com o Ensino Médio.

Nos livros citados do Ensino Médio, o Célculo é abordado a partir de aplicagdes ou
apenas como uma ferramenta, ensinando técnicas de Calculo. Os problemas aplicados sdo
geralmente relacionados a taxa instantanea e a limite de funcdo.

Almeida e Viseu (2002) afirmam que o estudo das fungdes, voltado ao CDI, deve se dar
inicialmente utilizando uma abordagem gréfica e intuitiva, de modo a relacionar as abordagens
gréficas e analiticas. Um estudo realizado por esses autores em uma escola de nivel secundario
de Portugal (Ensino Médio no Brasil), mostrou que as dificuldades dos alunos em aprender o
Célculo conceitualmente, estavam relacionadas a: uma capacidade visual demasiadamente
pobre, que dificultava identificar a funcdo dado seu grafico; incapacidade de interligar maltiplas
condi¢Bes em um mesmo problema; e a falta de capacidade de relacionar a informacéo gréfica
aos conhecimentos analiticos. Os autores tiraram suas conclusdes principalmente a partir dos
resultados ligados ao ensino da derivada, em que professores geralmente partiam de uma
definicdo grafica da reta tangente, e depois utilizavam com maior énfase o processo analitico
para apresentar a derivada de uma funcéo.

Nas aulas de Célculo, geralmente, ha uma predominancia pelo ensino analitico, assim,
muitas vezes o0s alunos ndo transitam entre as representacoes graficas e analiticas na resolucéo

de um determinado problema.
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Almeida e Viseu (2002), defendem que os professores devem abordar em sua pratica de
ensino conceitos de Calculo que integrem simultaneamente abordagens gréficas e analiticas.

As ideias de Almeida e Viseu (2002) estdo de acordo com o que dizia Tall (1991), que
uma das dificuldades dos alunos na compreensdo do CDI esta relacionada a insuficiente
habilidade de visualizacdo, e que diante disso, isso deve ser melhor explorado nas aulas de
Calculo.

A visualizacdo pode ser um forte aliado para o aluno ter intuicdo sobre conceitos do
Caélculo. Vale aqui ressaltar que a visualizacdo na Matematica nem sempre € abordada apenas
com o sentido de ‘enxergar’. Quando utilizamos representacGes gréficas na Matematica, a
visualizacdo é um meio para chegar a compreensdo (ALMEIDA; VISEU, 2002).

Nesse vies, temos que no ensino de Calculo:

Ao introduzir adequadamente visualizacOes de ideias mateméticas complicadas €
possivel dar uma imagem muito mais ampla das possiveis maneiras em que 0s
conceitos podem ser realizados, dando assim intui¢bes muito mais poderosas do que
em uma abordagem tradicional. (TALL, 1991, p. 20, traduc&o nossa).

Além da conexdo grafica e analitica, outras representacdes sdo importantes no ensino
de Calculo. A teoria sobre Registro de Representacdo Semidtica desenvolvida por Duval
(2009), aponta a importancia do aluno saber transitar entre diferentes representacfes de um
mesmo objeto, como por exemplo, a representacdo em forma de figura, grafico, simbolo,
linguagem natural, etc. Segundo o autor, isso possibilita ampliar o conhecimento do aluno e
facilitar sua compreenséo.

Silva (2005), enfatiza a necessidade dos professores de CDI articularem o ensino entre
as diversas representacdes possiveis, pois, assim, o professor ndo estara priorizando apenas a
representacdo analitica no ensino da derivada e conceitos afins. Com foco na Otimizacéo,
Dall’anese (2000), afirma que uma das dificuldades do aluno na compreensdo do célculo de
Méaximos e Minimos de Funcdes é por ndo buscar compreender e interpretar o conceito grafico
da derivada, ou seja, a posi¢do da reta tangente ao grafico. Pereira (2014) e Silva (2005), dizem
que outra dificuldade, e uma das principais em Otimizacdo, € a transi¢cdo da linguagem natural
para outros registros de representagéo.

Na resolucdo de problemas de Mé&ximos e Minimos de Fungdes, os estudantes
demonstram ter uma barreira que os limitam ‘enxergar’ as variaveis envolvidas e a relacdo
funcional existente entre elas (CABRAL, 1998).

Embora existam diversos outros motivos que possam influenciar no ensino e
aprendizagem de CDI e sobre o alto indice de reprovacdo nessa disciplina, ndo iremos nos

aprofundar nisso. Porém, buscamos com esse trabalho colaborar com o ensino e aprendizagem
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de Célculo, mais especificamente Maximos e Minimos de Fungdes, utilizando a metodologia
de ensino-aprendizagem-avaliagdo através da resolugdo de problemas mediada pelo software
GeoGebra.

Além dessa abordagem, nos basearemos na teoria de representacdo semidtica como um

meio de favorecer a compreensdo do aluno, como sera apresentado a seguir.
2.2 REGISTROS DE REPRESENTAQAO

O contetdo matematico muitas vezes ¢é estudado de maneira procedimental, de modo
gue o objetivo seja utilizar a Matematica sem compreendé-la conceitualmente. Dessa forma, o
aluno talvez consiga utilizar a Matematica como uma ferramenta na resolucdo de exercicios e
aplicacdes, todavia, ndo se pode afirmar que houve compreensao sobre o contetdo. Para que
ocorra a compreensdo em contetdos matematicos, Duval (2009) afirma que o aluno deve
conseguir transitar no minimo entre duas diferentes representacées.

A Teoria sobre Representacdes Semidticas desenvolvida por Raymond Duval, nos
mostra a relevancia em um professor utilizar diferentes representagdes semioticas nos
conteldos matematicos, e assim, possibilitar que os estudantes tenham acesso e conhecimento
sobre elas. Segundo Duval (2009), alguns exemplos de representacBes semioticas sdo o
emprego da lingua natural, simbolo, grafico, figura e diagrama. O Quadro 1 apresenta exemplos
de alguns desses registros. As diferentes representacdes do Quadro 1 referem-se ao conceito de
maximo local (relativo) de uma funcdo f(x) continua em um intervalo fechado [a,b] e

diferenciavel em (a, b), exceto possivelmente em um ponto critico ¢ contido nesse intervalo.

Quadro 1 — Representacdes do Maximo local de uma funcéo.
Registro de Representagdo e Méaximo Local

Registro na Lingua Natural

Registro Simbdlico

Registro Gréfico

Dizemos que uma fungdo
tem méximo relativo em um
ponto critico, se o sinal da
primeira derivada dessa
fungdo mudar de positivo
para negativo nesse ponto

critico.

Dizemos que o ponto
critico (¢, f(c)) € um
maximo relativo se
f'(x)>0 paraa<x<c
ef'(x)<Oparac<x<
b.

Fonte: a autora
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Para que haja compreensdo de um contetdo, Duval (2009) diz que além de transitar pelo
menos entre dois registros distintos de representacdo, ndo se deve confundir o objeto
matematico com a sua representacdo. Isso, porque um mesmo objeto pode ter diferentes
representacdes. Objetos matematicos sao, por exemplo, os nimeros, as funcoes e as retas. As
representacfes seriam as escrituras decimais ou fracionérias, os simbolos, os graficos e os
tracados de figuras, por exemplo. Outro exemplo de objeto matematico é o maximo relativo, o
qual pode ser representado de diferentes formas como apresenta 0 Quadro 1. Assim, confundir
0 objeto com sua representacao ¢ limitar o conhecimento. “Toda confusdo entre o objeto e sua
representacdo provoca, com o decorrer do tempo, uma perda de compreensdo. Os
conhecimentos adquiridos tornam-se entdo rapidamente inutilizaveis fora de seus contextos de
aprendizagem”. (DUVAL, 2009, p. 14).

Na resolucéo de problemas um registro pode estar destacado, mas sempre devera existir
a possibilidade de passar de um registro a outro (DUVAL, 2013). Existem duas possiveis
transformacdes de representacfes semioticas: os tratamentos e as conversdes. Tratamento sao
transformacdes realizadas dentro de um mesmo registro. Ja a conversao é uma transformacéo
de um registro a outro.

Resolveremos o Exemplo 2 a seguir, evidenciando os tratamentos e conversdes
necessarias.

Exemplo 2: Uma loja tem vendido 100 aparelhos de televisao por semana a R$ 1.250,00
cada. Uma pesquisa de mercado indicou que para cada R$ 10,00 de desconto oferecido aos
compradores, 0 numero de unidades vendidas aumenta 20 por semana. Encontre a funcéo
demanda (fungéo preco) e a fungéo receita. Qual o desconto que a loja deveria oferecer para
maximizar sua receita? (Adaptado de STEWART, 2011, p. 306).

Solucdo. Iniciamos realizando a conversao entre a linguagem natural do problema e a
representacdo simbolica e algébrica. Consideramos x (representacdo simbdlica) o nimero de
aparelhos de televiséo vendidos por semana, entdo o aumento semanal nas vendas seréa de x —
100 (representacédo algébrica). Sabemos pelo enunciado que para cada R$ 10,00 de desconto,

0 namero de unidades vendidas aumenta 20 por semana. Assim, para cada unidade adicional

. ;- ;1 ~ z
vendida, o decréscimo no prego sera 7 X 10 e a fungéo preco sera:

10
p(x) = 1250 — — (x — 100)
20
Realizando uma simplificacéo (tratamento), temos:

X
p(x) = 1300 — 3
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Sabendo que a receita é dada pelo produto de x unidades vendidas pelo preco de cada

unidade, a fungdo receita é:

2
X
R(x) = x-p(x) =1300x -

Representando graficamente a funcéo receita R(x) obtemos o grafico da Figura 1. Ao
passarmos da representacdo analitica de func@o para sua representacdo grafica realizamos

uma conversao (mudanca de registro).

Figura 1 — Representacéo grafica da funcéo R(x) sem restringir o dominio
R(x)

800000 1
600000 1
400000 1

200000 1

500 0 500 1000 1500 2000 250 3000 X

-200000 1

R

Fonte: a autora

Percebe-se que analisando a funcéo graficamente, ndo faz sentido os valores negativos
de x, afinal ndo se pode vender uma quantidade negativa de aparelhos de televisdo. Diante
disso, é necessario restringirmos o dominio da funcdo receita. Para isso realizamos, mesmo
que intuitivamente, a conversdo entre a linguagem natural e a algébrica, ou ainda, da
linguagem gréfica para a algebrica, pois precisamos pensar a defini¢ao de receita no contexto
de sua aplicacao e representa-la matematicamente. Assim, a fungao receita sé faz sentido para
x = 0e R(x) = 0, 0 que significa que

D(R) ={x e R| 0 < x < 2600}.

Feito isso, usamos regras de derivacio para calcular a derivada da funcéo receita. E
importante que o estudante compreenda que a derivada da funcéo receita representa a taxa de
variacdo da receita em relagdo ao numero de unidades vendidas. J& que continuaremos no
mesmo registro de representacdo (algébrico), para calcular a derivada iremos realizar um

tratamento.
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R'(x) = 1300 — x.

Apos isso, igualamos R'(x) a zero para determinar o ponto critico. Espera-se que o

estudante compreenda todos 0s conceitos subjacentes a esse tratamento.
R'(x) =1300—x =0
x = 1300.

Assim, x = 1300 é a Unica solucéo de R'(x) = 0 em seu dominio, portanto o Unico nimero
critico. Utilizando o teste da primeira derivada, existem dois intervalos a considerar: 0 < x <
1300 e 1300 < x < 2600. Nesse momento, € interessante observar que transitamos entre as
representacdes algébrica, grafica e o diagrama, o que chamamos de conversao, ja que estamos
transitando entre outros registros de representacdo. Calculando o valor de R'(x) para pontos
de teste nos dois intervalos (x = 1200 e x = 1400, por exemplo), podemos representar o
diagrama de setas que aparece na Figura 2, indicando o crescimento e decrescimento da

fungéo R(x).

Figura 2 — Representacéo do crescimento e decrescimento da fungdo R(x) a partir do teste da
primeira derivada

e A |
0 1300 2600 .

Fonte: a autora

De acordo com o diagrama de setas baseado no teste da primeira derivada, a receita
passa por um maximo em x = 1300 (poderiamos também ter simplesmente observado que o
grafico de R(x) € uma parabola com concavidade para baixo). Agora, considerando o0s
tratamentos e conversdes realizados, o gréafico da R (x) pode ser representado como mostra a
Figura 3. Percebe-se que antes de realizar esses tratamentos e conversdes, o grafico da R(x)

nao seria representado dessa forma, mas sim como apresentado na Figura 2.
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Figura 3 - Representacdo gréfica da fungdo R(x)
R(x)
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Fonte: a autora

Feito isso, devemos calcular qual deve ser o preco de cada unidade para obter essa
receita e o valor do desconto. Sabemos que 1300 unidades devem ser vendidas para obter a
receita maxima, logo, o preco de cada unidade pode ser obtido através do tratamento da funcéo

p(x), quando x = 1300:
1300 _
p(1300) = 1300 — — = 650 (reais)

e o desconto é 1250 — 650 = 600 (reais). Portanto, nessas condi¢Ges, para maximizar a receita,
a loja deveria oferecer um desconto de R$ 600,00.

A transformacdo da linguagem natural para a algébrica, para muitos estudantes se torna
um abismo (DUVAL, 2012a). A partir da pratica docente e trabalhos como o de Vaz e Gomes
(2014), constatamos que na resolucdo de problemas contextualizados, em que ha a necessidade
de conversdo, os alunos se sentem desafiados e é evidente a dificuldade de interpretar e resolver.

Deste modo, “a conversao das representagdes semidticas constitui menos espontanea e
mais dificil de adquirir para a grande maioria dos alunos” (DUVAL, 2009, p. 63). Além disso,
vale ressaltar que a ordem das conversdes também pode alterar o nivel de complexidade para o
estudante. “Com efeito, quando a conversdo se efetua no sentido escritura algébrica de uma
equacdo — grafico, nenhuma dificuldade especifica parece surgir. Mas, tudo muda quando é
preciso tomar a conversdo inversa, mesmo depois de um ensino sobre funcdes lineares.”
(DUVAL, 2009, p. 78).

A conversdo, segundo Duval (2013), na maioria das vezes é necessaria principalmente
para escolher o registro no qual os tratamentos elementares sdo mais “faceis”. E, além disso, a

conversdo é o que conduz aos mecanismos ocultos a compreenséo.
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Duval (2012b) em sua teoria explica que existem duas atividades semelhantes a
conversdo, e que ndo devem ser confundidas: a interpretacdo e a codificagdo. Interpretagéo,
segundo a teoria, refere-se a mudanca de quadro teérico ou a uma mudanca de contexto (isso
ndo implica em mudanca de registro). A codificacdo refere-se a transcricdo de um registro de
representacdo a outro. A fundamental diferenca entre a acdo de codificar e a de converter, é que
apesar de ambas mudarem o registro de representacdo, quando codificamos uma representacao
estamos utilizando regras de codificacdo, o que ndo é realizado na conversdo. Por exemplo,
quando busca-se construir o grafico de uma funcéo, ou seja, passar do registro algébrico para o
grafico, pode-se usar a regra de codificacdo que a um ponto do gréafico corresponde uma dupla
de nimeros, porém, isso nao ¢ suficiente para mudar de registro. Segundo o trabalho de Duval
(2012Db), alguns estudantes podem realizar perfeitamente a regra de codificacdo ponto a ponto,
mas se recusam a ligar os pontos obtidos para obter uma reta ou uma curva.

A conceitualizagdo na teoria de Duval, refere-se ao momento em que o estudante
consegue mobilizar vérios registros de representacdo, afinal, realizar tratamentos e conversdes
€ uma atividade necessaria para a compreensao de objetos matematicos (DUVAL, 2016). Caso
0 estudante ndo consiga transitar entre diferentes registros, dizemos que ndo ocorre a

conceitualizagdo. Silva (2005, p. 8) descreve um exemplo:

Fazendo um paralelo com M&ximos e Minimos de Funces, seria 0 mesmo que 0
sujeito perceber, em um determinado grafico de uma funcéo derivavel, os valores
extremos, mas nao perceber que a derivada de primeira ordem naqueles extremos vale
zero (admitindo que a funcdo seja derivavel nesses pontos), j& que a reta tangente a
esses pontos seria paralela ao eixo das abscissas, ou também, perceber que o sujeito
ndo seria capaz de articular os testes da derivada primeira e da derivada segunda para
confirmar esses extremos.

Durante a resolucdo de um problema matematico surge, na maioria das vezes, a
necessidade de transitar pelo menos entre a representacdo da linguagem natural para a algébrica.
A metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas, parte da
estratégia de iniciar o ensino e a aprendizagem de um contetdo a partir da resolucdo de um
problema pelo préprio aluno. Isso possibilita que ele utilize seus conhecimentos prévios e teste
diferentes estratégias de resolugéo, o que por sua vez pode necessitar da utilizacéo de diferentes
registros de representacéo.

Como afirmado na teoria de Duval, é importante que o estudante saiba transitar entre
diferentes representacdes para que haja a compreensdo. E uma maneira de possibilitar que o
aluno desenvolva isso na otimizacdo, talvez seja a partir da exploragdo de resolugdo de

problemas. Com isso, buscamos nesse trabalho o desenvolvimento de um Produto Educacional
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que comporte problemas de otimizacgao que possibilitem o estudante transitar entre os diferentes
registros de representagdo semiotica durante sua resolucao.
Na secdo seguinte exploramos a resolucéo de problemas como um meio possivel para o

ensino e aprendizagem de Maximos e Minimos de Funcdes.
2.3 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

No inicio do século XX a sociedade exigia que as pessoas soubessem mais Matematica,
mas uma Matematica que deveria ser usada para a vida. Edward Lee Thorndike, publicou em
1921, teorias que se direcionavam a isso, desenvolvendo um livro chamado “Os Novos Métodos
da Aritmética”. Para Thorndike (1921, apud MORAIS; ONUCHIC, 2014), os problemas
deveriam ser pensados de modo que as perguntas feitas tivessem um sentido real para vida.

Segundo Morais e Onuchic (2014), teorias subsequentes passaram a orientar o cenario
da educacdo. Uma delas que recebeu destaque e é referéncia nos dias atuais, é a técnica
desenvolvida por George Polya, publicada em seu livro ‘A Arte de Resolver Problemas’’(1995).
Polya era matematico, nascido na Hungria, desenvolveu artigos, cursos, livros e palestras sobre
resolucdo de problemas.

No livro ‘A Arte de Resolver Problemas’, Polya defende quatro etapas que devem ser
seguidas para resolver um problema, e ainda, afirma que uso frequente dessas etapas torna o
individuo cada vez melhor em resolver problemas, ou seja, um bom solucionador de problemas
(POLYA, 1995).

As etapas propostas por Polya (1995, p. xii), sdo: compreensdao do problema,
estabelecimento de um plano, execucdo do plano e retrospecto. Nas duas primeiras etapas o
autor evidencia a importancia da descoberta, ressaltando-a em identificar padrdes e analisar
trabalhos correlatos mais simples para se fazer Matematica. Nas duas Ultimas etapas, o foco é
dado a execucdo e garantia de que a solugdo encontrada esta correta. A seguir sdo descritas as
etapas sucintamente.

A primeira etapa — compreensao do problema, é a etapa em que o estudante deve ler o
enunciado para compreender o problema proposto. Além disso, o estudante deve buscar
responder as seguintes perguntas para ajudar na compreensdo: Qual é a incdgnita? Quais sdo 0s
dados? Qual é a condicionante? Trace uma figura e adote uma notacdo adequada.

Na segunda etapa - estabelecimento de um plano, € 0 momento em que o estudante deve

buscar uma conexao entre os dados e a incognita. Se ndo puder resolver o problema proposto,

7 Titulo em inglés: How to solve it: a new aspect of mathematical method (1945).
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deve procurar antes resolver algum problema correlato. Alguns questionamentos podem ajudar
a obter um plano de resolucdo: ja viu o problema antes? Ou j& viu 0 mesmo problema
apresentado sob uma forma ligeiramente diferente? Conhece um problema que Ihe poderia ser
atil? Mesmo que, por algum tempo, ndo ocorra qualquer nova ideia apreciavel, o estudante
devera ficar agradecido se a sua concepg¢do do problema se tornar mais completa, coerente,
homogénea ou equilibrada.

A terceira etapa — execucdo do plano, o estudante deve executar o seu plano. Realizar
detalhadamente todas as operacgdes algébricas e geometricas que ja verificou serem viaveis. Ao
executar o seu plano de resolucéo, o aluno deve verificar cada passo.

Na quarta etapa — retrospecto, o estudante deve considerar os detalhes da resolucdo e
procurar torna-los tdo simples quanto possivel; examinar as partes mais amplas da resolucéo e
procurar abrevia-las; perceber toda a resolucdo num relance.

Polya (1995), afirma que enquanto procuramos a solugdo variamos continuamente nosso
ponto de vista de como encarar 0 problema, ou seja, a cada passo nos encontramos mais
proximos da solugdo com éxito. “E provavel que a nossa concepgdo do problema seja muito
incompleta no principio; a nossa perspectiva é outra depois de feito algum progresso; ela é ainda
mais diferente quando estamos quase a chegar a solugdo” (POLYA, 1995, p. 3).

Conforme Morais e Onuchic (2014), a resolugédo de problemas a partir do livro ‘A Arte
de Resolver Problemas’ ganhou forga primeiramente nos Estados Unidos, e mais tarde em
outros paises. Na década de 80 foram desenvolvidos recursos em resolucdo de problemas na
forma de listas, sugestfes de atividades, colecdo de problemas, entre outros, com objetivo que
colaborar com o ensino da Matematica. Uma importante referéncia publicada em 1980 nos
Estados Unidos foi o livro ‘A Resolu¢do de Problemas na Matematica Escolar’ (Probling
solving in schoool mathematics), do ‘Conselho Nacional de Professores de Matematica’
(National Council of Teachers of Mathematics - NCTM). Pelo NCTM de 1980 também foi
publicado ‘Uma Agenda para A¢do’ (An Agend for Action), que propusera que a resolucéo de
problemas fosse o foco do curriculo escolar da Matematica (MORAIS, ONUCHIC, 2014).

Porém, muitos professores ainda tinham ddvidas de como implementar a resolucédo de
problemas em sala de aula. Isso ocorria devido as diferentes concepg¢des que se tinha do que €
resolver problemas com foco na Matematica escolar (SCHROEDER; LESTER, 1989). Os
mesmos autores apresentaram trés abordagens de resolucdo de problemas que auxiliam na
compreensdo de diferentes perspectivas: ensinar sobre resolucdo de problemas; ensinar para

resolver problemas; ensinar através da resolucéo de problemas.
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Ensinar sobre resolucdo de problemas é quando o professor ensina aos estudantes
principalmente como os problemas s&o resolvidos. Assim, o professor esta apoiado no processo
de resolucédo de problemas de Polya (1995), que é estruturado nas quatro fases de resolugéo.
Algumas das estratégias ensinadas aos estudantes para escolherem/usarem ao inventarem
estratégias para resolverem os problemas incluem: olhar para padrdes, resolver um problema
mais simples e rever o trabalho.

Quando o professor ensina para resolver problemas, significa que o professor visa a
resolucdo para mostrar aos alunos a aplicabilidade da Matematica, seja em problemas rotineiros
ou n&o rotineiros® (SCHROEDER; LESTER, 1989). Essa abordagem é semelhante a utilizada
por parte dos professores de Matematica nos Ultimos tempos, visto que, usa-se primeiro lecionar
o0 contetdo e depois resolver problemas, mostrando aos alunos que diante dessa abordagem ele
¢ capaz de usar os conceitos aprendidos.

Por fim, temos o ensino da Matemaética através da resolucdo de problemas. Nessa
abordagem, o objetivo € iniciar o ensino de um tdpico a partir de uma situacdo-problema, a qual
gere questionamentos/davidas e a necessidade de desenvolver técnicas e conceitos matematicos
como resposta ao problema. Na aprendizagem de Matematica através da resolucdo de
problemas temos um caminho que sai do concreto (um problema préatico) em dire¢do ao abstrato
(simbologias e técnicas matematicas). Nesse contexto se encaixa a metodologia de ensino-
aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas desenvolvida pelo Grupo de
Trabalho e Estudos em Resolucgédo de Problemas (GTERP), como sera descrita a seguir.

Onuchic (2013), relata em seu trabalho que o estudo sobre a resolucdo de problemas
como metodologia, surgiu no final da década de 80 quando a autora recebeu o documento
Setting a research agenda — a research agenda for mathematics education, do NCTM. Ela
ficou durante anos na State University of San Diego (Susd) na Califérnia (USA), e a partir
disso, a resolucdo de problemas passou a ser sua principal area de estudo.

Assim, sendo a professora pesquisadora brasileira Lourdes de la Rosa Onuchic, a
principal idealizadora da resolucdo de problemas como metodologia, criou em 1990 o GTERP.
Desde entdo, atividades de aperfeicoamento, de investigacéo e de produgdo cientifica na linha
de resolucdo de problemas séo desenvolvidos no seu grupo de pesquisa. Uma das primeiras

publicacdes e a que possibilitou aos professores conhecerem a resolucdo de problemas como

8 Os problemas rotineiros sdo os problemas padrdes que aparecem, geralmente, nos livros. Esse tipo de problema
é resolvido utilizando a aplicacdo direta de um algoritmo. N&o desafiam os alunos e ndo necessitam de uma
estratégia de resolucdo. Ja os problemas ndo rotineiros, necessitam de alguma estratégia, e ndo sao resolvidos
utilizando um algoritmo (GONCALVES, 2006).
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metodologia foi o artigo Ensino-Aprendizagem de Matematica através da Resolucdo de
Problemas (ONUCHIC, 1999).

Inicialmente a metodologia ndo abordava a avaliagdo como parte integrante da
metodologia, mas atualmente defendem que o ensino, aprendizagem e a avaliacdo de
Matemaética, apesar de serem elementos distintos, devem ocorrer simultaneamente nas situagdes
de sala de aula (ALLEVATO; ONUCHIC, 2014). Por essa razdo, o GTERP, passou a
“empregar a expressdo ensino-aprendizagem-avaliacdo, dentro de uma dinamica que integra a
avaliacdo as atividades de sala de aula” (ALLEVATO, ONUCHIC, 2014, p. 43) e apoiados na
perspectiva de ensinar através da resolucdo de problemas, o GTERP compreende essa
expressao como metodologia, a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de
Matematica através da Resolucdo de Problemas.

Utilizando a palavra composta ensino-aprendizagem-avaliacdo, tem-se 0 objetivo de
que enquanto o professor ensina, o aluno, como ser ativo, aprende, e a avaliacdo deve ser
realizada por ambos (ONUCHIC, ALLEVATO, 2011).

Onuchic e Allevato (2011, p. 80) defendem que:

Nessa concepcao, o problema é visto como ponto de partida para a construgdo de
novos conceitos e novos conteidos; os alunos sendo co-construtores de seu proprio
conhecimento e, os professores, 0s responsaveis por conduzir esse processo. Esse é 0
ponto central de interesse dos trabalhos que temos desenvolvido atualmente, isto é, o
trabalho com matematica através da resolucdo de problemas. Esse trabalho se apoia
na crenga de que a razdo mais importante para esse tipo de ensino-aprendizagem é a
de ajudar os alunos a compreenderem 0s conceitos, 0S processos e as técnicas
operatdrias necessarias dentro das atividades feitas em cada unidade tematica e de que
0 ensino pode ser feito por meio da resolucdo de problemas.

As mesmas autoras relatam que essa metodologia tem principios diferentes de outras
que enfatizam regras de “como fazer”. Elas abordam um trabalho em que uma situacéo-
problema é ponto de partida e caminho para a aprendizagem, e a construcao do conhecimento
se da pela sua resolucdo. Professor e aluno trabalham juntos e a aprendizagem se realiza de
modo colaborativo.

A seguir serdo apresentadas e descritas as etapas da metodologia de ensino-
aprendizagem-avaliacdo através da resolucédo de problemas (Tabela 1), mas antes, vale ressaltar
que a definicdo de problema utilizada por Onuchic (1999, p. 215), e a que usamos neste
trabalho, € que um problema “[...] é tudo aquilo que ndo se sabe fazer mas que se esta
interessado em resolver”. Essa apresentacdo foi adaptada, pela autora deste trabalho, ao
contexto da pesquisa sobre otimizacdo e tecnologia. A descri¢do original das etapas pode ser

consultada em Allevato e Onuchic (2014, p. 44).



Tabela 1- Etapas da resolucdo de problemas de Onuchic adaptadas ao contexto da pesquisa

1 — Preparacéo do problema

Selecionar um problema visando a construgao
do conceito de otimizacgdo. Esse problema sera
chamado problema gerador. E bom ressaltar
que o contetdo mateméatico de Maximos e
Minimos necessario para a resolucdo do
problema néo tenha  ainda  sido
trabalhado em sala de aula.

2 — Leitura individual

Entregar uma copia do problema para cada
aluno e solicitar que seja feita sua leitura
individualmente.

3 — Leitura em conjunto

Formar grupos e solicitar nova leitura do
problema, agora nos grupos. Se houver
dificuldade na leitura do texto, o proprio
professor pode auxiliar os alunos, lendo-lhes o
problema. Se houver, no texto do problema,
palavras desconhecidas para os alunos, a
tecnologia pode ser uma boa aliada.

4 — Resolucéo do problema

De posse do problema, sem davidas quanto ao
enunciado, os alunos, em seus grupos, num
trabalho cooperativo e colaborativo, buscam
resolvé-lo. Considerando os alunos como co-
construtores da “Matematica nova” que se
quer abordar, nesse caso a Otimizacdo, o
problema gerador é aquele que, ao longo de
sua resolucdo, conduzird os alunos para a
constru¢do do contetdo planejado pelo
professor para aquela aula. Por exemplo, se
estivermos no contexto Ensino Médio, espera-
se que o problema conduza os alunos a
definicdo da abscissa do vértice da parabola
como o ponto médio entre as raizes, ou ainda,
ao uso intuitivo da derivada (inclinacédo da reta
tangente) em um ponto. Espera-se ainda que
durante a resolugcdo do problema os alunos
criem conjecturas, as quais podem ser
auxiliadas pela tecnologia, como sera visto no
topico 2.4.

5 — Observar e incentivar

Enquanto os alunos, em grupo, buscam
resolver o problema, o professor observa,
analisa o comportamento dos alunos e
estimula o trabalho colaborativo. Ainda, o
professor como mediador leva os alunos a
pensar, dando-lhes tempo e incentivando a
troca de ideias entre eles e o uso da tecnologia.

39
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= O professor incentiva os alunos a utilizarem
seus conhecimentos prévios, possivelmente
relacionados a fungdes, e técnicas operatérias
ja conhecidas e necessarias a resolucdo do
problema proposto. Estimula-os a escolher
diferentes caminhos (métodos) a partir dos
proprios recursos de que dispdem. Entretanto,
€ necessario que o professor atenda os alunos
em suas dificuldades, colocando-se como
interventor e questionador. Acompanha suas
exploracOes e ajuda-os, quando
necessario, a resolver problemas secundarios
que podem surgir no decurso da resolugéo:
notacdo; passagem da linguagem natural para
a linguagem matematica  (conversdo);
conceitos relacionados e técnicas operatorias;
a fim de possibilitar a continuacéo do trabalho.

6 - Registro das resolugdes na = Representantes dos grupos séo convidados a

lousa® expor, usando diferentes recursos, suas
resolucdes. Resolugdes certas, erradas ou
feitas por diferentes processos devem ser
apresentadas para que todos os alunos as
analisem e discutam.

7 —Plenéria = Paraesta etapa sdo convidados todos os alunos
para discutirem as diferentes resolugdes
expostas pelos colegas, para defenderem seus
pontos de vista e esclarecerem suas davidas. O
professor se coloca como guia e mediador das
discussoes, incentivando a participacao ativa e
efetiva de todos os alunos. Este € um momento
bastante rico para a aprendizagem, e também
um momento forte para a avaliacao.

8 — Busca pelo consenso = Apds serem sanadas as duvidas e analisadas as
resolugdes obtidas para o problema, o
professor tenta, com toda a classe, chegar a um
consenso sobre o resultado correto.

9 — Formalizacéo do contetdo =  Neste momento, denominado “formalizacio”,
0 professor registra uma apresentacdo
“formal” — organizada e estruturada em
linguagem matematica — padronizando o0s
conceitos, os principios e 0s procedimentos
sobre Otimizacdo construidos atraves da
resolucéo do problema, enfatizando conceitos,

9 Pela descricdo das etapas por Allevato e Onuchic (2014), é destacado o registro da lousa, mas nada impede que
0 registro seja realizado de outra maneira.
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definicbes, teoremas e  propriedades

pertinentes na solugao do problema.
10 — Proposicédo e resolucéo de = Por fim, novos problemas de otimizacdo sdo
propostos aos alunos, com intuito de averiguar
se foram compreendidos o0s elementos
essenciais do conteudo do problema gerador e
consolidar as aprendizagens construidas nas
etapas anteriores.

novos problemas

Fonte: Adaptado de Allevato e Onuchic (2014)

Onuchic (2013) diz que essa metodologia ndo é uma tarefa simples de ser aplicada em

sala, mas enfatiza a recompensa dessa pratica:

Pode-se observar que nédo é tarefa facil a de desenvolver o ensino-aprendizagem-
avaliacdo de matematica por meio da resolucdo de problemas. Tal metodologia
demanda professores bem preparados para o seu uso, pois precisam selecionar
cuidadosamente os problemas; observar os alunos na busca de solugbes para esses
problemas, incentiva-los e ouvi-los, mantendo-os confiantes na prdpria capacidade
para resolvé-los. Nas salas de aula onde essa metodologia foi adotada, os alunos se
sentiram aptos a dar sentido a matematica que constroem. Professor e alunos, depois
dessa experiéncia, ndo querem voltar a trabalhar com o método de ensino
tradicional. (ONUCHIC, 2013, p.103).

Van de Walle (2009), afirma que a resolucdo de problemas deve ser vista como uma das
principais metodologias de ensino, mesmo que seja uma tarefa dificil para professor e aluno. E
gratificante para o professor ver o aluno desenvolver a compreensao por seu proprio raciocinio,
e o0 aluno se sente motivado pelos problemas desafiadores que tornam o contetdo mais
relevante. Nos problemas de otimizacdo, essa metodologia pode ser um instrumento eficaz,
visto que as etapas podem colaborar com a compreensdo do contetdo de funcdes.

Segundo Onuchic (2013) e Nunes (2010), nessa metodologia de ensino-aprendizagem-
avaliacdo através da resolucdo de problemas, o professor ndo tem apenas um papel, mas sim
varios, sendo: mediador, observador, organizador, consultor, interventor, controlador e
incentivador da aprendizagem. Enquanto que o aluno, em um processo ativo, € o construtor de
seu proprio conhecimento matematico. Assim, ambos trabalham juntos de modo que o ensino e
a aprendizagem possam ocorrer simultaneamente.

Essa metodologia defendida pelo GTERP, ndo exclui as demais concepgdes de
resolucdo de problemas. Quando o professor utiliza essa metodologia, os alunos podem
aprender tanto sobre resolucéo de problemas, quanto aprender Matematica para resolver novos
problemas, enquanto aprendem Matematica atraves da resolugédo de problemas (ALLEVATO,
2005).
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Com isso, vé-se a possibilidade do uso da metodologia de ensino-aprendizagem-
avaliacdo para a aprendizagem do conteldo de Otimizacdo de Fungfes. Espera-se que 0
estudante de nivel superior passe a compreender os procedimentos realizados nos testes da
primeira e da segunda derivada conceitualmente. Por exemplo, compreender o porqué se iguala
a zero para determinar um ponto critico, e ndo apenas o fazer. E os que forem estudantes de
Licenciatura em Matematica, além disso, consigam relacionar os conceitos da Graduagdo com
sua pratica no Ensino Médio. Ja os estudantes do Ensino Médio, espera-se que sejam capazes
de compreender os conceitos que embasam as técnicas utilizadas na resolugédo de problemas de
otimizacdo de fungbes quadraticas, principalmente.

Abdelmalack (2011) constatou a positividade da metodologia de ensino-aprendizagem-
avaliacdo através da resolucdo de problemas quando aplicada explorando o contetdo de
derivadas. O trabalho da autora permite averiguar a teoria na pratica. Andrea Abdelmalack
desenvolveu sua pesquisa de Mestrado com alguns alunos do curso de Graduagdo em
Engenharia em uma universidade de Sao Paulo. Utilizando problemas geradores, a autora
desenvolveu com os alunos o conteddo de derivadas presente na grade curricular da disciplina

de Calculo Diferencial e Integral.

Nesse contexto, 0s alunos mostraram-se questionadores, com iniciativas préprias,
mais independentes do professor e participativos, promovendo uma mudanca de
comportamento. Conseguiram aprender os conteldos de forma significativa,
estabelecendo relacGes entre diversos aspectos importantes para esse estudo. Os dados
coletados evidenciaram a importancia da utilizacdo de questfes abertas e problemas
de aplicacdo em sala de aula. Esse tipo de atividade levou os nossos alunos a
formularem hipoteses, interpretarem os dados, estabelecerem estratégias de resolucao
de problemas e relagbes entre diversos conhecimentos. Os alunos discutiram
processos de
resolucdo e resultados obtidos, construiram relevante conhecimento sobre derivadas
e sobre outros conteldos relativos a conhecimentos previamente adquiridos
anteriormente. Tornaram-se mais seguros e confiantes, vivenciando experiéncias
produtivas e agradaveis de aprendizagem da Matematica. (ABDELMALACK, 2011,
p. 138).

Com sua experiéncia, a autora propde que os professores utilizem essa metodologia com
mais frequéncia.

Para que essa metodologia seja aplicada em sala de aula de diferentes niveis, precisamos
que os estudantes de Licenciatura em Matematica (futuros professores) estejam preparados em
relacdo aos conteudos matematicos e conhecam essa metodologia. Trabalhos nacionais
realizados com alunos de Licenciatura em Matematica (PROENCA, 2012; AZEVEDO, 2014,
BEZERRA, 2017) ja relatam resultados positivos com o uso dessa metodologia na formacao de

professores.
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Bezerra (2017), em seu trabalho, analisa as compreensdes e dificuldades sobre o
contetdo de fungdes atraves de uma oficina, e constata que os alunos foram ativos, procuraram
refletir sobre sua pratica e a resolucédo de problemas. Além de que a resolucdo de problemas
aplicada a turma da licenciatura, auxiliou na compreensdo do contetdo de funcdes.

Com base em um curso sobre a metodologia de resolucdo de problemas e a partir da
pratica possibilitada pela disciplina de Estagio Curricular Supervisionado, Proenga (2012)
investigou questdes relacionadas a formacao inicial de professores sobre essa metodologia. Os
resultados mostram que alguns alunos ficaram preparados para utilizar a metodologia em sua
prética profissional (PROENCA, 2012).

Assim como Proenca (2012), Azevedo (2014) utilizou disciplinas da Educagéo
Matematica para trabalhar com aspectos praticos e tedricos da resolucdo de problemas com
alunos da licenciatura. Os resultados mostraram que a metodologia de ensino-aprendizagem-
avaliacdo atraves da resolucéo de problemas pode ser um forte aliado para preparar o (futuro)
professor de Matematica. E além disso, possibilita averiguar fragilidades no conhecimento de
(futuros) professores.

A resolucdo de problemas permite, em determinadas situacdes, trabalhar um mesmo
problema sob diferentes contextos e niveis de resolucdo. Na formacdo de professores de
Matematica é essencial que o (futuro) professor saiba e consiga constatar as relagdes conceituais
dos contetdos matematicos entre o Ensino Superior e 0 Ensino Médio, de modo, que faca
sentido a sua formacédo superior quando aplicada nas aulas do Ensino Médio. Onuchic e Morais
(2013) afirmam em seu trabalho, sobre resolucao de problemas de otimizacao na formacéo de
professores, que 0 aluno pode passar a inter-relacionar os contetdos da sua formagdo com sua
pratica docente, quando a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através de resolucdo
de problemas ¢ estudada e apresentada como uma possibilidade de trabalho. Pois, considerando
gue problemas permitem algumas vezes diferentes niveis de resolucgdes, o aluno pode verificar
que sua formacdo esta presente em contetdos do Ensino Médio, principalmente relacionados
ao conteudo de Calculo, ao qual é exemplificado no trabalho das autoras. Além disso, aquilo
que é aprendido na sua formagdo, tem maiores chances de serem incorporadas a sua pratica,
pois teve relacdo direta com o que iria ensinar (ONUCHIC; MORAIS, 2013).

Enquanto Ensino Médio, a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo atraves da
resolucdo de problemas mostra uma possivel estratégia de verificacdo de dificuldades na
aprendizagem. O trabalho de Pagani (2016), desenvolvido com alunos do Ensino Médio
integrado ao Técnico em Eletrdnica, no ensino e aprendizagem de derivadas, permitiu que

professor e alunos percebessem dificuldades no aprendizado do conteudo, e que diante disso,
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possibilitasse o professor mudar estratégias de ensino. A autora ratifica que a avaliacéo é parte
integrante do ensino de Matematica através da resolucéo de problemas. A avaliacdo serve como
um processo que busca compreender o significado dos erros e dos acertos, para entdo permitir
que o professor crie estratégias de ensino que possam ampliar a aprendizagem do estudante
(PAGANI, 2016).

Além dos resultados de trabalhos aplicados em diferentes niveis de ensino, outros
trabalhos favorecem nosso estudo pela apresentacéo de atividades e problemas que possam ser
utilizados por professores de nivel basico e/ou superior. Esses sdo 0s casos dos trabalhos de
Travassos et al. (2014) e Menino e Onuchic (2017), que apresentam propostas de atividades,
algumas ja aplicadas outras néo.

Assim, esses trabalhos citados serviram de inspiracdo para o desenvolvimento do
Produto Educacional desta dissertacdo. As atividades sobre funcbes foram adaptadas de modo
que adentrem ao objetivo do nosso trabalho. Elas auxiliaram na escrita de problemas geradores
sobre o contetido de Mé&ximos e Minimos.

Para concluir, retomamos o trabalho de Abdelmalack (2011), quando a autora afirma
em seu trabalho que a tecnologia poderia ter colaborado positivamente com os resultados da
sua experimentacdo. Acredita que talvez com a tecnologia poderia proporcionar um melhor
aproveitamento das atividades, ajudando os alunos na construcdo de graficos em relacdo a
flexibilidade e precisdo, além de uma melhor visualizacdo das funcdes. Sugere, por fim, que as
atividades sejam reformuladas com o uso da tecnologia.

Sendo assim, isso nos proporciona uma maior confianga em utilizar a metodologia de
ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas mediada pela tecnologia,
para explorar o contedido de Otimizacdo de Funcdes.

2.4 MATEMATICA DINAMICA

Na década de oitenta, mais precisamente, em 1985, na Franca, foi criado o software
Cabri-Geometre, e nos Estados Unidos, 0 The Geometer’s Sketchpad, que sdo ferramentas
computacionais que possibilitam abordar a Geometria de maneira dinamica (BRAVIANO;
RODRIGUES, 2002). Com o passar dos anos esses foram evoluindo, e surgindo outros
softwares de geometria dindmica, como por exemplo, Winplot, Cinderella e GeoGebra.

A expressdo ‘geometria dindmica’, refere-se a Geometria implementada no computador,
a qual possibilita manipular objetos matematicos. Esse nome pode ser melhor compreendido
como sendo oposto a geometria tradicional de régua, compasso, etc, que ¢ ‘estatica’.
(BRANDAO; ISOTANI, 2003).
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No ensino da Matematica o uso da tecnologia vem ganhando forca. Sdo diversos o0s
trabalhos (BORBA; PENTEADO, 2007; TALL; SMITH; PIEZ, 2008; RICHIT, 2010; SILVA,
2010) que relatam resultados positivos com essa estratégia de ensino.

Silva (2010, p. 63), afirma que o uso da tecnologia, além de valorizar contedos e
construcdes, ajuda a “desenvolver algumas importantes caracteristicas como experimentar,
interpretar, visualizar, induzir, conjecturar, abstrair, generalizar ¢ demonstrar.”

Vale ressaltar que visualizar em Matematica vai além do sentido de ‘ver’, € a capacidade
de criar imagens mentais que o estudante possa manipular em sua mente (HITT ESPINOSA,
1997).

Pjanic, Lidan e Kurtanovic (2015), afirmam que o uso de softwares no ensino e
aprendizagem da Matematica, pode ser benéfico para os alunos, ja que, as manipulacGes
algébricas e geométricas possibilitadas pelos softwares de geometria dindmica prendem a
atencdo deles, auxiliando em uma maior concentracéo nos conceitos explorados.

As manipulagdes de objetos fisicos, além de colaborar com a concentracéo, é um dos
fatores que possibilita ao estudante ter uma intui¢do sobre a resolucdo do problema (VALE,
2017). Segundo a mesma autora, na resolucdo de problemas a intuicdo é bastante importante,
pois, estabelece 0 momento em que o caminho para a resposta ao problema talvez tenha sido
encontrado, e deixa assim a situacdo parecer mais simples.

A tecnologia com seu potencial em explorar contetdos abstratos e deixa-los um pouco
mais “concretos”, fornece um conhecimento intuitivo sobre determinados conceitos, que podera
servir como base para uma compreensdo mais formal (CABRAL, 2015). Por exemplo, o
estudante pode primeiramente estudar apenas o sinal da derivada, para depois ser apresentado
a definicdo do teste da primeira derivada.

Além da Geometria, softwares de geometria dindmica vem se destacando como
estratégia de ensino sobre os contetdos de Fungdes. No livro de Borba e Penteado (2007), os
autores apresentam algumas experiéncias realizadas com alunos do nivel basico sobre esse
conteudo. Os resultados provenientes dessa experimentacao e das experiéncias dos autores com
0 uso da tecnologia, mostram as vantagens em trabalhar com a tecnologia no ensino da
Matematica. Segundo eles a tecnologia permite que o estudante faca experimentagdes e crie
conjecturas.

O uso de softwares de geometria dindmica pode ainda colaborar com o conteudo de
Célculo Diferencial e Integral, o qual trabalha com fungdes de maneira dindmica, explorando

principalmente a dependéncia funcional.
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Tall, Smith e Piez (2008, p. 6), relatam sobre o desenvolvimento do ensino de Célculo
apos as tecnologias digitais:

O calculo tradicional, antes da chegada da tecnologia, se concentrou na construgdo de
técnicas simbdlicas de diferenciacdo, integracdo e solucdo de equac@es diferenciais,
complementando-as, quando apropriado, por imagens estaticas de graficos para
ilustrar os fenbmenos envolvidos. A tecnologia fornece imagens dindmicas sob o
controle do usuario que podem dar novos insights sobre conceitos. Por exemplo,
através da ampliacdo de um gréafico, a imagem resultante pode revelar que o gréafico é
‘localmente uma reta.” Entédo, ao olhar ao longo do gréafico para inspecionar a mudanga
de inclinagdo, ou tragando uma linha em movimento através de dois pontos proximos
ao longo do grafico, o aluno pode visualizar a mudanca de inclinagdo como uma
funcdo global. (TALL; SMITH; PIEZ, 2008, p. 6, traducdo nossa).

Nesse trabalho sobre o Célculo Diferencial, a maioria dos estudantes que usaram a
tecnologia demonstram compreender melhor a mudanca na inclinacdo do grafico e esboca-lo
com muito mais discernimento do que um estudante que usava apenas lapis e papel (TALL;
SMITH; PIEZ, 2008).

Geralmente os professores destacam aspectos algébricos no ensino de Calculo, mas
devemos resgatar a natureza dinamica dessa disciplina (RICHIT, 2010). Os softwares de
geometria dindmica, possibilitam manipular, simular e visualizar aspectos conceituais do
Célculo. Para Richit (2010), ao utilizarmos a tecnologia como estratégia de ensino do Célculo,
o foco ndo se resume apenas nos procedimentos e técnicas utilizados para resolver um
problema, “mas, também, na aprendizagem, Vvisto que a utilizacdo dos recursos das tecnologias
digitais pode conduzir os estudantes a modos diferentes de pensar e produzir conhecimentos.”
(p. 30). Ademais, segundo a autora, os softwares favorecem o0s aspectos como aprofundamento
do pensamento matematico, conjecturas e validagdes por partes dos estudantes.

Menk (2005), destaca as potencialidades do ensino de Maximos e Minimos de Funcdes,
quando trabalhado a partir de problemas e o0 uso de softwares de geometria dindmica. Com base
nos resultados observados, a autora acredita que esse procedimento possa criar condi¢fes que
possibilitam facilitar a interpretacdo, a observacdo, a analise e a resolucdo dos problemas
considerados. Para a autora os softwares viabilizam as diferentes representaces dos conceitos
abordados em um problema de otimizag&o, e com isso criam uma abordagem para que ocorra
a compreensao.

Corroborando com essa ideia, Borba e Penteado (2007), enfatizam que a tecnologia
anseia a experimentacdo e a coordenacgdo de forma dindmica das diferentes representagdes de
um objeto. Ou seja, a tecnologia pode ajudar na compreensdo do Calculo explorando as
multiplas representacdes, tais como, gréaficas, algébricas, geométricas, planilhas, etc.

Desta forma, considerando as caracteristicas da teoria de Raymond Duval, o uso da

tecnologia, em especial os softwares de geometria dindmica, podem favorecer a compreensao
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dos conceitos de Otimizacdo. N&o é conveniente ficarmos preso a apenas um tipo de
representacdo, afinal, segundo a teoria, um individuo s6 compreende determinado conceito,
propriedade ou definicdo quando consegue transitar entre as diferentes representacées.

Isso posto, os softwares de geometria dindmica tém um papel importante nessa
transicdo, visto que:

[...] constituem um meio de transformacdes de todas as representa¢des produzidas na
tela. Em outras palavras, eles ndo sdo somente um instrumento de célculo cuja
poténcia cresce de modo ilimitado, mas eles cumprem uma funcéo de simulacéo e de
modelagem que ultrapassa tudo o que podemos imaginar ‘mentalmente’ ou realizar
de modo gréfico-manual. (DUVAL, 2013, p. 32).

O trabalho desenvolvido por Menk, Pdla e Barbosa (2005), com alunos de Céalculo no
nivel superior usando problemas de otimizac&o, mostrou que além das diferentes representacdes
de conceitos do Célculo possibilitados pela tecnologia, durante as entrevistas os alunos
destacaram diferentes preferéncias entre as representacdes. Enquanto alguns preferiam graficas
e tabelas, outros preferiam gréaficas e geométricas, por exemplo (MENK; POLA; BARBOSA,
2005). Esse é um outro motivo pelo qual o professor deve transitar entre as diferentes
representacdes, e a tecnologia pode facilitar essa prética.

Tendo destacado as potencialidades da tecnologia quanto a manipulacédo e apresentacao
das diferentes representaces de objetos matematicos, entre outras, temos o0 pressuposto que
diante disso, os resultados oriundos da pratica do uso da metodologia de ensino-aprendizagem-
avaliacdo através da resolucdo de problemas mediada pela tecnologia, pode ser alavancada.

Com foco na aprendizagem da Otimizacdo de Fungdes, Silva (2010) afirma que
softwares de geometria dinamica auxiliam o aluno a obter uma visdo mais ampla do problema,
podendo explorar os parametros da funcdo que poderd ser maximizada ou minimizada. Para
mais, em relacdo as potencialidades das tecnologias na resolucdo de problemas presentes na
disciplina de Célculo, Allevato, Jahn e Onuchic (2017, 249), afirmam que:

0 computador privilegia o pensamento visual sem, contudo, implicar na eliminacéo
do algébrico. No Caélculo, pode-se empregar informagdes graficas para resolver
questdes que também podem ser abordadas algebricamente e relaciona-las. E o caso
da representacdo grafica da fungdo derivada que possibilita interessantes analises
sobre o comportamento e 0s extremos das fungdes. Além disso, a abordagem visual
tem demonstrado facilitar a formulacdo de conjecturas, refutacdes, explicacfes de
resultados e sobre o comportamento dos objetos, dando espago, portanto, a reflexao.

Com isso, acredita-se que o uso da tecnologia como mediador na resolugédo de
problemas de otimizacédo de funcgdes, pode ser um importante meio para a aprendizagem.

A resolucéo de problemas mediada pela tecnologia estimula habilidades cognitivas, bem
como, auxiliam o aluno na forma como reorganizar o0 pensamento, interpretar e interagir com o

problema (RICHIT, 2016). A autora ainda afirma que:
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aincorporacao das tecnologias digitais nas atividades de resolucéo de problemas pode
ampliar as investigagcGes matematicas, favorecer a elaboracéo e verificagdo de novas
conjecturas, facilitar e otimizar o processo de execucéo das estratégias de solucéo pré-
definidas, bem como promover a verificacdo dos resultados. Portanto, a articulacdo
entre a resolucdo de problemas e as tecnologias digitais propicia
abordagens/metodologias/pedagogias diferenciadas em Matematica. (RICHIT, 2016,
p. 118).

Para mais, Onuchic e Allevato (2012, p.245) afirmam também, que a tecnologia se torna

um grande recurso quando associado a resolucdo de problemas, pois:

A exploragdo das possibilidade de representacao algébrica, numérica e grafica que,
por exemplo, o computador oferece, a coordenacdo dessas representacbes e a
compreensdo das relacbes que as vinculam permitem ao aluno conectar
conhecimentos que, de outra forma, permaneceriam separados; porém, se conectados,
geram compreensGes Matematicas mais amplas e completas [...] Ao utilizar o
computador na Resolucéo de Problemas que visam & introdugdo de um novo conceito,
0 processo subsequente de formalizagdo dos conteddos matematicos, conforme tem
sido mostrado nas pesquisas atuais, apresenta-se amplamente facilitado devido a esta
abordagem empirica e experimental que o computador possibilita. O significado de
um conceito matematico € interiorizado pelo aluno, tornando o processo de
formalizaco Matematica mais facil e natural.

E ainda, ao utilizar essa abordagem (resolucdo de problemas e tecnologias), alunos e
professores podem apresentar, comparar e refletir sobre os problemas e suas solugdes
(CABRAL, 2015).

Destacando o ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas de
otimizacdo de funcBes, Onuchic e Morais (2013), constatam na pratica a importancia da
utilizacdo de diferentes representacdes de um mesmo objetivo e 0 uso da tecnologia nessa
temética. No trabalho das autoras, essa abordagem colaborou com a resolucdo do problema,
visto que a ferramenta tecnoldgica e as diferentes representacdes potencializaram a visualizagédo
e quebra de conjecturas, permitindo que o estudante conseguisse formular uma resposta ao
problema.

Os alunos participantes da pesquisa de Numer e Justo (2015) relatam que se sentiram
mais confiantes quando visualizaram uma representacédo gréfica interativa de um problema de
otimizacdo de fungdes polinomiais aplicado a turma. Afirmam ainda, que ndo sabem se
conseguiriam resolver o problema sem o aplicativo do software de geometria dindmica, pois o
mesmo permitiu visualizar e compreender o problema.

Sdo varios os softwares de geometria dindmica (Cinderela, Cabri-Geometry, GeoGebra,
etc.) existentes no mundo da tecnologia digital referente a Matematica. Neste trabalho
exploraremos o software GeoGebra, que é um software livre para ser trabalhado on-line, como
aplicativo instalado no computador ou em smartphone, com grandes potencialidades dindmicas
que colaboram com o ensino e aprendizagem da Matematica. O software GeoGebra possibilita

0 uso de um sistema de geometria dindmica, paralelo ao sistema de algebra computacional,
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permitindo que o estudante trabalhe em um ambiente com duas (ou mais) representagdes
diferentes de determinados objetos ao mesmo tempo. Esse software disponibiliza uma enorme
variedade de ferramentas, como por exemplo: planilha eletrénica, algebra, estatistica, graficos,
calculo, geometria, entre outros. Além disso, o site do software possui uma comunidade de
professores e alunos que colaboram com a divulgacdo de materiais para diversos niveis de
ensino. Os materiais podem ser disponibilizados para serem utilizados e/ou adaptados por
professores e alunos. Outras informacGes técnicas sobre o software GeoGebra podem ser
consultadas em Lemke (2017).

Conforme afirma Dikovic (2009), o GeoGebra permite que os alunos percebam as
conexdes entre representacdes simbdlicas e visuais, levando-o a aprendizagem matemaética.
Ademais, cita varias outras vantagens em o professor utilizar esse software em sala, sendo
algumas delas: a facil manipulacédo das ferramentas, aprendizagem por descoberta experimental
e, facil manipulagdo de variaveis e andlise de suas dependéncias.

Além disso,

GeoGebra é um software de geometria dinamica que suporta constru¢fes com pontos,
linhas e todas as se¢des conicas. Ele também fornece recursos tipicos para um sistema
de algebra computacional, como encontrar pontos importantes de funcdes (raizes,
extremos locais e pontos de inflexdo de fungdes), entrada direta de equacdes e
coordenadas, encontrar derivadas e integrais das fungGes inseridas. 1sso é a razdo pela
qual o GeoGebra ¢ uma boa escolha para multiplas apresentacbes de objetos
matematicos. (DIKOVIC, 2009, p. 192, traducao nossa).

Araujo e Nébriga (2008) apontam alguns aspectos, que evidenciam a importancia da
utilizacdo do software GeoGebra no estudo de conceitos matematicos. Dentre esses aspectos,
0s autores abordam que a construcdo auxilia o aluno a visualizar e manipular, de diferentes
formas, o comportamento geométrico dos elementos envolvidos; permite que o aluno crie
conjecturas na resolucao de problemas; permite variar entre o material e o abstrato; e permite
representacdes precisas de fungbes matematicas.

Além desses motivos, o software GeoGebra foi escolhido para complementar este
trabalho, pois a autora tem mais familiaridade. Visto que o utilizou em seu Trabalho de
Concluséo de Curso (CARDOSO, 2016) e, costuma usar na sua pratica pedagdgica.

Apesar dos aspectos positivos citados, ndo podemos deixar de considerar que usando a
tecnologia estamos sujeitos a riscos de imprevistos (BORBA; PENTEADO, 2007), como por
exemplo, aparelho tecnologico ndo funcionar por falhas técnicas, softwares ndo executarem
corretamente os aplicativos, etc.

Contudo, esperamos que as dificuldades em utilizar a tecnologia sejam menores do que

as vantagens. Logo, apostamos que o GeoGebra associado a resolucdo de problemas, pode
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colaborar com o ensino e aprendizagem de Otimizagédo de Funcdes, visto que essa tecnologia,
além de facilitar a visualizagdo, exploracdo, conjecturacdo, também auxilia nas habilidades de
interpretacdo e argumentacdo sobre o (a) problema (solucio) (DOMENECH, 2009),
minimizando o tempo gasto com as etapas de compreensdo do problema, e estimulando a
aprendizagem.

A otimizacdo trabalha com um objetivo presente em varias areas — otimizar (custos,
processos, tempo, produtividade, etc). Com esse viés, ela tem uma aplicabilidade que pode estar
no cotidiano das pessoas, bem como, no de grandes empresas. Considerando os referenciais
abordados, podemos dizer que quando um individuo se depara com um problema, sua
compreensdo sobre 0 mesmo pode ser aprimorada quando o problema, de alguma forma, pode
ser visualizado, como por exemplo, Jornais e Revistas que apresentam imagens/graficos com o
objetivo de facilitar a compreensao de alguns dados, ou simplesmente para prender a atencéo.
Em um problema de otimizacdo a visualizagcdo pode fomentar a compreensdo, e quando
abordado usando softwares de geometria dindmica, as estratégias de resolu¢do podem aparecer
mais rapidamente, e utilizando a mesma tecnologia, o individuo pode experimentar e/ou refutar
essas estratégias. Com isso, a aprendizagem matematica comeca a surgir, com mais ou menos
facilidade que para outros individuos, visto que, enquanto resolvemos problemas, é inevitavel
a utilizacdo de nossos conhecimentos prévios.

Assim, com base no referencial tedrico apresentado percebemos que a tecnologia é um
recurso que pode auxiliar positivamente na resolucdo de problemas de otimizacdo de funcdes,
desde sua interpretacdo, até a compreensdo dos conceitos necessarios para resolucdo e
formalizacao.

Logo, apoiados nas ideias e afirmacdes apresentadas, acreditamos na possibilidade de
colaborar com o ensino e aprendizagem de Otimizacdo de Funcdes, trabalhando a metodologia
de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas mediada pelo software
GeoGebra.
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3 METODOLOGIA

A metodologia de pesquisa deste projeto € classificada como qualitativa e interpretativa
(BOGDAN; BIKLEN, 1994). Essa metodologia tem um carater que concilia com a investigacdo
em sala de aula. Segundo Bogdan e Biklen (1994) ela possui cinco carateristicas comuns entre
as pesquisas de sala de aula, as quais serdo descritas a seguir.

Temos inicialmente que na investigagdo qualitativa e interpretativa a fonte direta de
dados € o ambiente natural. Muitos investigadores tém utilizado como ferramenta para
recolhimento de dados o video ou o audio, porém, muitos se limitam exclusivamente a utilizar
um bloco de anotagBes e um lapis. Assim, essas informagdes sdo complementadas ao decorrer
do trabalho com as informacdes obtidas através do contato direto do observador com o
ambiente. Segundo os autores, Bogdan e Biklen (1994), investigadores qualitativos tendem a
frequentar seus ambientes de estudo, pois se preocupam com o contexto, visto que a¢cdes podem
ser melhor compreendidas quando observadas no ambiente real do evento, como por exemplo,
a sala de aula. Assim, seja qual for a forma escolhida para recolhimento dos dados, o
investigador qualitativo deve saber o quanto o comportamento humano é influenciado pelo
contexto em que ocorre, frequentando-o sempre que possivel.

Uma segunda caracteristica € que a investigacdo qualitativa é descritiva. Os dados
obtidos devem ser em forma de palavras ou imagens, mas ndo de nimeros. Assim, “os dados
incluem transcri¢Oes de entrevistas, notas de campo, fotografias, videos, documentos pessoais,
memorandos e outros registros oficiais.” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 48).

A terceira nos diz que “investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do
que simplesmente pelos resultados” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 49). Os autores afirmam
que o objetivo do investigador é saber como as coisas acontecem, desenvolvem? Como € que
determinadas no¢des comecaram a fazer parte daquilo que consideramos ser 0 “senso comum’?
Podemos pensar nessa caracteristica com foco na educagéo, se questionando como os alunos
desenvolvem a aprendizagem? Por que determinadas a¢6es séo tomadas?

A quarta caracteristica afirma que investigadores qualitativos tendem a analisar os dados
obtidos de forma indutiva. Dessa forma, os investigadores recolhem os dados e comegcam a
construir abstragdes conforme os dados particulares véo se agrupando, isso, sem antes terem
criado hipoteses (BOGDAN; BIKLEN, 1994).

E por fim, temos que o “significado é de importancia vital na abordagem qualitativa”
(BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 50). Investigadores em educac¢do questionam 0s sujeitos

investigados com o objetivo de perceber como eles interpretam as suas experiéncias. O processo
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de conducéo de investigacdo qualitativa reflete uma espécie de didlogo entre os investigadores
e 0S respectivos sujeitos.

Assim, a metodologia de pesquisa utilizada nesse trabalho para o recolhimento e analise
dos dados foi a qualitativa e interpretativa. Guiados pelas caracteristicas citadas acima, essas
andlises foram oriundas das experimentagdes de sequéncias didaticas em algumas salas de aula
do Ensino Médio, Ensino Superior e Pds-Graduacgdo, visando o ensino e aprendizagem de
Méaximos e Minimos de Funcbes, bem como, colaborar com a formacdo de (futuros)
professores. A seguir serdo descritos os procedimentos metodologicos.

Etapa 1 - Escolha do universo da experimentacdo: Escolhemos o universo para
experimentacdo de modo que estivesse relacionado com nossa pesquisa, sendo eles: Ensino
Médio, Ensino Superior e Mestrado.

Etapa 2 - Entrevista pré-experimentacdo com o professor: Iniciamos com uma
entrevista com o professor responsavel pela turma piloto, com o objetivo de colher informac6es
sobre a turma (Apéndice A e B). O &udio da entrevista foi gravado. Essas informacdes foram
importantes para que o pesquisador pudesse escolher/adaptar o problema de Otimizacdo mais
adequado ao estilo da turma, visto que a escolha do problema € essencial para agucar o interesse
do aluno em resolvé-lo (POLYA, 1995; ONUCHIC; ALLEVATO, 2011).

Etapa 3 - Elaboracdo da sequéncia: Elaboramos a sequéncia didatica tendo como base
as caracteristicas do universo de experimentacdo. Assim, foi selecionado o(s) problema(s) e
descritas as etapas a serem realizadas.

Etapa 4 - Experimentacdo: Aplicamos a sequéncia em dia, local e horario agendado
com o professor responsavel pela turma.

Etapa 5 - Coleta dos dados: Primeiramente foram solicitadas as assinaturas nos termos
de consentimento'® e Carta de Anuéncia (Apéndice D). Ap6s o recolhimento das assinaturas,
os dados foram coletados a partir de anotacdes do(s) observador(es)*!, resolugdo dos alunos,
gravacdo de audio (utilizando tablets) e das consideracdes do professor que aplicou.

Etapa 6 - Entrevista pds-experimentagéo com o professor: A entrevista visou obter as
contribuigcbes do professor da turma sobre a experimentacgdo realizada (Apéndice C). O 4udio

da entrevista foi gravado para posterior analise.

10 Termo de Consentimento dos alunos do Ensino Médio (Apéndice E), Termo de Consentimento dos pais dos
alunos do Ensino Médio menores de idade (Apéndice F), Termo de Consentimento para os alunos do Mestrado
(Apéndice H) e Termo de Consentimento para os alunos da Graduacao (Apéndice J).

11 A autora deste trabalho se denominara como professora, quando estiver por atuando como professora e
observadora nas experimentacdes.
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Etapa 7 - Andlise dos dados: Com os dados oriundos das experimentacdes sobre a
abordagem de resolucdo de problemas utilizada, foi analisado se a proposta da atividade
alcancou os objetivos em relacdo ao ensino e aprendizagem de Otimizacdo com auxilio da
tecnologia, conforme referencial teérico (ONUCHIC et al., 2014; DUVAL, 2009; RICHIT,
2016).

Etapa 8 - Produto educacional: Com os resultados dessas experimentacOes as
sequéncias didaticas foram atualizadas e entdo implementadas no GeoGebraBook — uma
ferramenta on-line disponibilizada pelo software GeoGebra, que permite criar um livro digital
(que chamaremos de Caderno Didatico) usando as potencialidades do software. Além das
sequéncias aplicadas, esse Caderno Didatico apresenta outras sequéncias didaticas compostas
com problemas de Otimizacdo. Os problemas serdo adaptados de livros didaticos de Calculo
Diferencial e Integral ou do Ensino Médio, teses, dissertacdes e artigos correlatos.

Por fim, vale ressaltar que o tratamento dos dados foi realizado utilizando essa
metodologia de pesquisa qualitativa e interpretativa de Bogdan e Biklen (1994), que
possibilitam essa abordagem.

Nessa perspectiva, criamos um caderno didatico, utilizando o GeoGebraBook, que
apresenta sequéncias didaticas para o ensino e a aprendizagem de Otimizacdo, mediadas pela
resolucdo de problemas e recursos do software GeoGebra, conforme apresentado no capitulo

seguinte.
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4 EXPERIMENTACOES E ANALISE DOS RESULTADOS DE ALGUMAS
ATIVIDADES

Neste capitulo apresentamos as experimentacdes de algumas atividades do Produto
Educacional, Maximos e Minimos: situacGes-problema com recursos dinamicos, que sera
descrito no Capitulo 5. Realizamos as experimentacdes de problema(s) de Otimizacdo de
FuncBes em trés turmas de diferentes niveis: Primeiro ano do Ensino Médio, Célculo
Diferencial e Integral I (Superior) e, Fundamentos da Matematica (Mestrado). A ordem das
experimentacGes ocorreu conforme serdo apresentadas, sendo primeiro a turma do Ensino
Médio, seguido da P6s-Graduacéo, e por fim, a Graduacdo. A ordem de experimentacGes se
deve ao cronograma de aulas dos professores regentes dessas turmas.

A experimentacdo na turma do Ensino Médio ocorreu com o objetivo de introduzir o
conteudo de Maximos e Minimos de Func¢des. Enquanto que a escolha pelas turmas de nivel
superior e Pés-Graduacdo foi para que pudéssemos, além de introduzir o contetdo, oportunizar
que o (futuro) professor relacionasse a Matemética da sua formacdo, com sua pratica
pedagdgica.

A analise das experimentac@es se deu com foco na teoria de representacdo semiotica e
a tecnologia utilizadas durante a resolucdo de situacdes-problema.

A apresentacdo de cada experimentacdo iniciara pelo contexto, em seguida os resultados
sobre as estratégias de resolucdo, depois as observacdes da plenaria, busca pelo consenso e
formalizacdo, e por fim, algumas consideracfes, isso em consonancia com a metodologia de

ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucao de problemas.
4.1 CONTEXTO DA EXPERIMENTACAO NA TURMA DO ENSINO MEDIO

A experimentacdo ocorreu na turma do primeiro ano do curso Técnico em Informatica
Integrado ao Ensino Médio no Instituto Federal Catarinense — Campus Araquari, na disciplina
de Matematica. Essa disciplina tinha como objetivo que o estudante lesse, compreendesse e
aplicasse conceitos e fundamentos matematicos relacionados ao estudo de funcdes, do primeiro
ano do Ensino Médio, relacionando-a com situacfes do cotidiano e que poderdo ser Gteis ao
longo de sua vida profissional e social.

A professora regente da turma era a prépria autora deste trabalho, sendo assim, nao
houve a entrevista pré-experimentacdo, nem pds-experimentacdo, porém as informacoes
referentes a turma e a pratica do professor serdo relatadas de acordo com o viés da minha préatica

docente.
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Apos as autorizagbes concedidas pela instituicdo, a professora regente preparou a
atividade a ser aplicada, conforme apresentada no Quadro 2. Ela tem como objetivo introduzir
0 contetdo de Maximos e Minimos de uma Funcédo Polinomial do Segundo Grau utilizando a
metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas mediada

pela tecnologia.

Quadro 2 — Atividade aplicada a turma do Ensino Médio — Problema 1 Area da Casa
Problema 1 — Area maxima da casa

José ganhou como heranga um terreno triangular, conforme Figura 1, e deseja construir
uma casa retangular com a maior area possivel. Entretanto, ele precisa respeitar algumas restri¢oes
impostas pelo Plano Diretor de sua cidade para a construgdo. Algumas das restrigdes sédo que o
canto indicado pelo ponto P fique sobre a lateral BC do terreno e, que fique a 1m de distancia das
laterais AB e AC.

Figura 1 — Construgdo de uma casa em um terreno triangular

(o]

28m

Fonte: Adaptada de Cardoso (2016)

Ajude José encontrar as medidas da casa, que devera construir, para que a area dela seja maxima.
Fonte: a autora

Vale ressaltar que antes da experimentacao os alunos ja utilizaram o software GeoGebra
nas aulas de Matematica com a professora regente e o contetdo de Fungbes Quadraticas, que
antecede Maximos e Minimos, também havia sido lecionado. Uma das questdes de uma
avaliacdo que antecedeu a experimentacdo, necessitava de estratégias que podem ser utilizadas

e aprimoradas pelos alunos na resolucao dessa situagao-problema.
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A experimentacdo ocorreu em 07 aulas de 45 minutos, sendo 05 aulas em um primeiro
dia e 02 aulas em outro dia.

No primeiro dia de experimentacdo foram realizadas todas as etapas até a busca pelo
consentimento, conforme serdo descritas a seguir. Nesse dia a experimentacao ocorreu em um
laboratdrio de informética na mesma instituicdo de ensino. No segundo dia, foi possivel
concluir a formalizacéo e proposi¢do de novos problemas, conforme também serdo descritos na
ordem. Nesse segundo dia a experimentacdo ocorreu na sala de aula regular da turma, contendo
quadro branco e TV, que favoreceram a formalizacdo utilizando em alguns momentos a
tecnologia.

A turmatinha um total de 36 alunos, e no primeiro dia de experimentagdo compareceram
32. Nesse dia a turma se dividiu em grupos, conforme prop6e a metodologia, e dois desses
grupos, escolhidos aleatoriamente, tiveram o audio gravado durante a discussdo. Além disso,
foram recolhidos os registros de resolugdes feitos pelos grupos 2.

A professora ainda ndo havia utilizado a metodologia de ensino-aprendizagem-
avaliacdo através de resolucdo de problemas durante sua experiéncia profissional, mas tinha
como praxis a utilizacdo do software GeoGebra.

A atividade foi entregue aos alunos e entdo solicitado que fosse realizada a leitura
individualmente. Feito isso, os alunos se reuniram em grupos de trés a cinco pessoas, formando
oito grupos que serdo chamados de G1, G2, G3, G4, G5, G6, G7 e G8 e os integrantes de cada
grupo serdo chamados de G1_Al, G1_A2, ..., G2_Al, etc. Foram gravados e transcritos 0s
audios dos grupos G2 e G5.

Enquanto os alunos buscavam compreender o problema em grupo, a professora enviou
o aplicativo do GeoGebra'® para o e-mail da turma. Infelizmente os computadores do
laboratdrio ndo executaram corretamente o aplicativo, devido a incompatibilidade de sistemas
operacionais, impossibilitando que os alunos 0 manuseassem dinamicamente. Porém, muitos
alunos haviam trazido seu notebook particular o que possibilitou que alguns grupos
manuseassem o aplicativo.

Ap0s discutirem suas estratégias, a professora solicitou que apresentassem a resolucao,
em uma folha AO. Feito isso, em plenéria 0s grupos apresentaram suas resolucdes e concluiram

uma possivel estratégia de solugédo para o problema.

12 Para todos os registros escritos e audios gravados a autora teve o consentimento dos pais.
13 Link do aplicativo: https://ggbm.at/BerFzxRZ



57

No segundo dia de experimentacdo ocorreu a formalizagcdo e proposi¢do de novos
problemas. Os problemas foram resolvidos em sala no decorrer das aulas. Para formalizagao a
professora utilizou o livro didatico e o software GeoGebra.

Diante desse contexto, a seguir serdo relatados os resultados obtidos na experimentacéao

da atividade apresentada no Quadro 2.
4.1.1 Resultados — Ensino Médio

Vérios grupos buscaram inicialmente resolver o problema utilizando conceitos da
Trigonometria, como célculo de area de um triangulo, relacdes trigonométricas e perimetro.
Assim calcularam, principalmente, a hipotenusa e area do terreno (triangulo ABC). Outra
estratégia utilizada por quase todos os grupos na resolucdo do problema foram conceitos de
Funcdo Polinomial, tanto geometricamente, como algebricamente, baseados no que havia sido
visto em sala, como por exemplo, dependéncia entre as variaveis, estudo dos coeficientes de
uma funcdo afim, analise gréafica de funcdo afim e andlise gréfica de funcéo quadratica.

Um grupo resolveu o problema utilizando apenas uma estratégia, e foi utilizando os
conceitos de funcdo. Todos os demais demonstraram discutir outras ideias. Essas informacoes
foram coletadas pelos registros da professora e dos alunos.

Somente um dos grupos ndo concluiu a fungdo area da casa algebricamente. Os demais
grupos observaram a funcgdo area da casa utilizando os conceitos de Trigonometria e/ou Funcao
Polinomial, citados anteriormente. A funcdo area encontrada sera apresentada a seguir durante
o relato detalhado sobre as estratégias de alguns grupos.

Apds os grupos encontrarem a funcdo area da casa, precisavam calcular a medida de
uma lateral da casa (largura da casa) para a qual se obtinha a maior area da casa. Para isso, 0s
grupos G5 e G7 utilizaram algumas formulas estudadas no Ensino Médio que resultam nesses
valores. Suponha uma funcdo quadratica,

f(x)=ax?+bx+c a*0
e coeficientes a, b e ¢ nimeros reais. Considerando que a funcdo quadratica tenha um vértice,
ponto em que atinge seu valor de maximo ou minimo, a abscissa e ordenada desse ponto
(vértice) podem ser obtidas através das formulas x do vértice (x,) e y do Vértice (y,),
apresentadas a seguir, respectivamente:

b A
x,,:—% yvz_a-

Esses dois grupos ndo deduziram a férmula, apenas utilizaram pesquisas na internet e o

livro didatico da disciplina de Matematica do primeiro ano do Ensino Médio.
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Os grupos G1, G2, G4 e G6, ndo utilizaram as formulas x,, e y,, ja deduzidas, partiram
da ideia que a abscissa do vértice fica no ponto médio do segmento com extremos nas raizes da
parébola, ou seja, a média aritmética entre as raizes. Essa ideia pode ter sido obtida como uma
conversao do registro grafico para o algébrico. E para calcular a ordenada no vértice, apenas
substituiram na funcdo area o valor encontrado como abscissa do veértice, que sdo as ideias
utilizadas para demonstrar essas formulas.

O grupo G8 conseguiu observar a funcdo area algebricamente, porém, ndo realizou
calculos para verificar o valor maximo da area da casa, apenas plotou a funcdo no software
GeoGebra e constatou, pelo grafico, qual era o valor maximo. O G3 ndo conseguiu encontrar a
funcéo area, nem o respectivo valor da area maxima.

Sendo assim, no contexto da questdo, alguns grupos utilizaram a féormula do x,,, ou
apenas a média entre as raizes da funcdo area encontrada, para calcular a medida da base da
casa (largura da casa). Enquanto que para encontrar a area maxima da casa, alguns grupos
utilizaram a férmula y,,, ou substituiram o valor da base da casa (x,) na funcdo area, ou ainda,
apenas consultaram o resultado da area maxima da casa plotando e visualizando a funcédo area
no software GeoGebra.

O Quadro 3 apresenta um apanhado das estratégias utilizadas pelos grupos do Ensino
Médio.

Quadro 3 - Estratégias utilizadas pelos grupos do Ensino Médio na resolucéo do Problema 1 —
Area da casa

Estratégias Gl | G2 |G3|G4|G5|G6 | G7|G8

Calculo de area X | X | X | X

Trigonometria | Relagses trigonomeétricas S

Perimetro

Dependéncia entre as X X
varidveis

Coeficientes das fun¢es

X
X

Anélise de gréafico de fungio X | X | X

X
X

X| X| X| X| X
X

Vértice de parabola (x, e y,)

Funcdes Ponto médio entre as raizes X | X X X
da funcdo quadratica
Célculo da area maxima
substituindo a abscissa do X X X X
veértice

Ferramentas do GeoGebra
para encontrar 0 maximo da X X
funcdo
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|
Problema Parcialmente X
solucionado: Completamente X | X X | X | X | X
Problema nao solucionado X

Fonte: a autora

Por observacao da professora e audios transcritos, constatou-se que os alunos utilizaram
a internet em varios momentos, por exemplo, para conferir férmulas de célculo de area de
figuras planas, relacdes trigonometricas, teorema de Tales, coeficientes das funcbes afim e
quadrética e as formulas das coordenadas do vértice da parabola, durante suas estratégias de
resolucéo.

Visto que a professora estava na qualidade de professora e observadora, sera dado énfase
aos resultados obtidos pelos grupos G2 e G5 que tiveram os audios gravados e transcritos.

O grupo G5 usou como estratégia inicial conceitos de fungdo e Trigonometria. Parte da
hipo6tese que a area maxima da casa podia ser obtida como um ponto de maximo de uma funcéo
quadratica. Assim, eles criaram a conjectura que esse ponto maximo seria obtido quando o
ponto P for o ponto médio do segmento BC, conforme mostra a transcricdo do audio, no

momento em que 0 grupo ja estava com acesso ao aplicativo do problema:

G5_A3: Abre o arquivo. Ai, tu pode mexer ele ali.

[...]

G5_Al: A gente sabe que o ponto P aqui € mével.

G5_A3: Uhum.

G5_Al: E a gente quer saber s6 o0 P. A gente quer saber que... a gente quer saber o ponto de
maximo. Ponto de maximo dessa funcao.

G5_A4: Ou seja, se for uma parabola é exatamente aquele ponto em que ele faz a curva.
Certo? Concorda comigo? Se ele estiver aqui em cima ele estd em uma extremidade da
parabola.

G5 _ALl: Sim.

G5_A4: Ou seja, quando ele esta aqui, no comecinho ele vai fazer toda essa volta e vai vir
para ca na parabola. Concorda comigo que a metade de B e C vai ser o ponto maximo? Vai
ser exatamente no meio. Se esse ponto P ficar exatamente no meio dessa reta, 0 maximo da
minha parabola, obviamente vai ser o ponto.

G5_Al: Mas, e dai, da onde tu tirou isso?

G5_A4: E logico.

G5_A3: Humm, talvez.

Nesse momento o grupo realizou uma conversdo entre uma representacdo figural do
ponto maximo com o gréfico de uma funcdo. Partindo dessa hipdtese, antes de tentar encontrar

a funcdo, o grupo tentou encontrar a medida da reta BC fazendo alguns tratamentos de
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informacdo. Porém, o grupo utilizou outros caminhos, ao invés de utilizar diretamente o

Teorema de Pitdgoras, como mostra a transcri¢do do audio:

G5_A4: Assim, eu estava vendo... 1sso aqui € um triangulo retangulo, certo? Ou seja, se eu
pegar e multiplicar esse valor aqui, e colocar ele aqui, e virasse ao contrario, teria um
retangulo perfeito. Que vai ter 28 metros assim, 28 assim, 14 aqui e 14 aqui. Ai eu posso
calcular uma area total do retéangulo e dividir por 2; ai vai dar igual a s6 essa area aqui...
Essa eu acho que é até a formula.

G5_A1l: Pegar assim?

G5_A4: Isso, isso.

G5_A1l: Dai tu teria: 28...

G5_A4: Isso... 28 vezes 2, mais 14 vezes 2...

[...]

G5_A4: Sim, poh. Olha a légica aparecendo aqui de novo. Eu tenho esse lado aqui, 28 vezes
2, vai dar...T4, vamos fazer tudo de novo. 28 vezes 2 é igual a 56, mais 14 vezes 2, igual a
140. Assim eu descobri o perimetro de um retangulo... Tenta entender minha l6gica. Tudo
isso aqui vai dar 140. A soma desse lado com esse lado, com esse lado e esse lado da 140.
Certo? Entao, se eu dividir por 2, eu vou ter o perimetro desse triangulo aqui, certo?

[...]

G5_A3: Se o perimetro é a soma dos lados, entdo tu pega 28 e 0 14 e diminui do 70?
G5_A4: Eh. 28 mais 14 €? 42. Agora, 70 menos... Deu 28. Ou seja, eu sei que esse aqui é 28.
Eu sei que daqui até aqui eu tenho 28 metros também.

G5_A3: Agora tu descobriu esse lado entédo? ... en?

G5_A4: Esse lado aqui ndo pode ser igual a esse...

G5_A3: E verdade, esse lado aqui é bem maior. Ent&o, vocé chegou a conclusdo que esta
errado...

Essa discussdo é bastante relevante. O grupo se equivocou em afirmar que se a metade
da area de um retangulo de lados a e b € equivalente a area de um triangulo de catetos a € b,
isso também vale para as relac6es entre os perimetros. O que faz os proprios alunos refutarem
a ideia é quando o valor da hipotenusa resulta na mesma medida do cateto AC, o0 que
visualmente possibilita os alunos percebem que a afirmacéo era falsa.

Mesmo que G5 tenha partido da hip6tese de que a area maxima pode ser obtida através
de uma func&o, ele so inicia a resolugdo do problema utilizando essa estratégia quando o G6
pergunta a professora se € possivel afirmar que a reta BC é uma fungdo afim, e assim, admite
uma lei de formacdo. Os alunos nesse momento conseguem fazer uma conversdo do registro
geomeétrico para o algébrico, conhecendo que a reta € uma representacdo geomeétrica de uma
fungdo afim. Utilizando uma estratégia prévia G5 encontra a fungdo que descreve a area da

casa:

G5_ALl: Isso aqui é uma fungdo do primeiro grau. Aqui € x menos 1. Aqui é a base. A altura
ta em funcéo da funcéo ax+b. Entdo a altura, que eu néo sei, esta em funcéo disso... E isso



61

aqui, calma ai...Esse intervalo aqui, entre a base e aqui, € P. Entdo a altura é P,
[Inaudivel]... Vezes a base,... ndo... vezes a base que é x-1. P(x). Porque aqui € uma funcéo
do primeiro grau. Ent&o ficaria assim, x-1, que a base da minha casa, vezes P(x), porque a
altura varia de acordo com aqui oh... de acordo com o que eu aumento. Porque P é mdvel.
Entdo, (x-1) vezes (P(x))... ax+b. Até ai eu cheguei.

Feito isso, o0 grupo chama a professora, que os auxilia, utilizando o aplicativo do
GeoGebra, a perceber que a altura da casa (comprimento) néo € a distancia de 0 até y(P), devido
as restricdes impostas pelo Plano Diretor. E que diante disso, a altura é dada pela funcao afim
menos 1 metro. Com isso, 0 grupo calcula os coeficientes da fungdo afim. Para calcular esses
coeficientes pelo &udio é possivel perceber que o grupo precisou fazer uma rapida consulta no
caderno.

Enquanto encontrava os pontos para calcular os coeficientes, o0 G5 chama a professora,
e pelo audio é possivel perceber que houve um equivoco entre a fala do aluno com a da
professora. Enquanto o aluno se referenciava ao ponto B como Vvértice do triangulo, a professora
falava sobre o coeficiente b da lei de formacéo da funcédo afim. De todo modo, o grupo consegue

encontrar a lei de formacdo da funcéo altura (comprimento) da casa.

G5_A1l: Eu cheguei em um valor aqui. Professora, eu tentei, tentei descobrir os pontos,
tentei, mas ndo sei se ta certo...

Professora: Base x-1 e a altura € f(x)-1, ok. Agora, quem é f(x)?

G5_Al: Eu tentei descobrir. Eu sei que B pode ser 14 e 0, certo?

Professora: Teu b é o valor que corta o eixo y, entdo teu b é igual a 28.

G5_ALl: 28? Entéo tem alguma coisa de errado aqui.

Professora: Para quando x igual a 0, a tua funcao vai valer 28. Para quando x igual a 14,
quanto que vai valer tua funcao?

G5_Al: zero. E o contrério.

Professora: E esses dois pontos tu substitui ai.

G5_Al: Eu quero descobrir uma funcéo afim?

Professora: Tu quer descobrir quem € a altura da tua casa, nao quer?

G5_A1l: Sim.

Professora: Entdo, um comeco é calcular essa funcao afim.

G5_ALl: Vé ai quanto é 28 dividido por 14. a igual a -2. Descobri a lei de formacéo.
G5_AS3: Descobriu?!

G5_Al: Da altura. Agora é isso aqui menos 1. Descobri a altura da casa. A altura é f(x)-1. A
altura seria isso entéo: -2x+28 -1. Eu encontrei a altura. O problema agora € que...

Apesar do grupo conseguir encontrar a funcdo base da casa (largura da casa) e a funcéo
altura da casa (comprimento da casa) algebricamente, percebe-se uma falha no conceito de
func&o por um dos membros do grupo, que apos discussdo pareceu ser sanada. O grupo discutiu

sobre a dependéncia funcional que relaciona a varidvel x da base da casa (largura), com o

respectivo valor da altura da casa (comprimento) que esta em funcéo de x. Para um dos membros
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do grupo ndo ha relagdo entre esses valores, ou seja, 0 aluno ndo consegue perceber a relacéo
entre a variavel dependente e a varidvel independente em uma funcéo Polinomial, como mostra

o0 audio:

G5_A4: A minha altura esta em fung@o da minha base.

G5_Al: N&o, ndo ta em fungdo de nada. Nenhum esta em fungdo de nenhum.

G5_A4: Mas esse x ndo 0 mesmo que esse?

G5_A1: Vai ser, mas ndo quer dizer que esta em funcéo disso. Tu tem que S0 € 0 mesmo.
G5_A4: Mas suponha que x vale 4, aqui vai ficar 4-1...

Apos encontrar a fungdo area, o grupo se depara com a necessidade de aprender algo
novo, que seria como calcular o ponto maximo ou minimo de uma funcdo quadratica. Visto que
0s grupos estavam livres para utilizar os meios de pesquisa disponiveis da sala, como livro
didatico e internet, os mesmos pareceram, pela transcricdo do audio, optar pela internet antes

mesmo de tentar compreender uma maneira de calcular esse valor sozinhos.

G5_A4: Como facgo para descobrir o ponto de maximo? Aplicativo?
G5_Al: N&o sei, porque isso a gente ndo aprendeu ainda. Escreve 14, ‘como descobrir ponto
de maximo de uma fungao?'.

O grupo encontra as formulas do y do vértice e x do vértice. Sem dificuldade aplicam
essas férmulas no problema e encontram o valor da area maxima. Para conferir os resultados
encontrados, o grupo utiliza 0 GeoGebra. Na transcrigcdo do audio é possivel perceber a alegria

dos alunos em concluir a resolucéo.

G5_Al: Encontrei 0 maximo da funcéo. E o que eu acho, pelo menos.

G5_A4:78?

G5_A1: Eu acho que faz sentido.

G5_A4: 78m??

G5_A1: Pelo tamanho do terreno eu acho que faz sentido. S6 que... Calma ai, deixa eu tentar
pensar um pouco. Tu sabe como que joga & no GeoGebra? Joga 14 no GeoGebra a funcéo.
[...]

G5_A4: Como eu faco o quadrado aqui mesmo? E um chapeuzinho para cima eu acho.
G5_Al: Ah é, um chapéu para cima e 2. -2x"2+29x-27. V& o ponto de maximo dela. Nao é
que é 78 mesmo. Olha 14, 78 certinho. 78,12 o que deu no resultado.

Todavia, pela resolucdo entregue a professora, transcricdo do audio e a folha de
apresentacdo utilizada na plenaria, € possivel perceber que talvez o grupo ndo tenha
compreendido corretamente o resultado encontrado como ponto de area maximo pela formula

do y do vértice. O grupo utiliza no final o valor maximo da funcéo &rea como altura do terreno.
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Assim, realizando o produto entre os valores x,, e y,, encontrados, acredita obter a &rea total do

terreno:

G5_Al: N&o. Coloca assim, 78,12. Ent&o ta, ponto. Area total do terreno, seria, dois pontos
dai, area igual a base vezes altura, igual a 6,25 vezes 78,12, que é igual a 488,25. Acabou.

A Figura 4 apresenta um extrato do registro da resolucao do grupo G5 entregue a professora.

Figura 4 — Extrato do registro da resolucdo do G5
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Fonte: grupo G5

A seguir iremos relatar os resultados obtidos pelo grupo G2, o qual também teve o dudio
gravado.

Pela transcricdo do audio do G2, percebe-se que a representacdo escrita do enunciado
do problema influencia o grupo a testar estratégias de resolucdo utilizando principalmente os
conceitos de Trigonometria. Durante a leitura do problema, percebe-se que um dos membros
do grupo da énfase as palavras “terreno TRIANGULAR?”, “casa RETANGULAR”. Porém, as
tentativas dos alunos sdo inconsistentes, percebe-se uma confusao de informagdes inicialmente,
aqual o grupo nédo sabe como e o0 que usar. Eles acreditam que uma estratégia pode ser conceitos
da Trigonometria, mas lhes faltam conhecimentos sélidos sobre o que haviam aprendido no
Ensino Fundamental, como por exemplo, quais as caracteristicas do triangulo ABC, quais séo
0s catetos, os angulos formados pelos catetos e como calcular sua area. Para essas informacoes
0 grupo precisou pesquisar na internet para relembrar e entdo verificar que pouco os ajudariam
a iniciar a resolucéo do problema. De qualquer forma, a pesquisa na internet sobre conteidos
de Trigonometria permitiu ao grupo retomar conceitos ja aprendidos. Inclusive, durante a
pesquisa, um dos membros do grupo se depara com a representacdo grafica da demonstracédo

sobre a area de triangulo, parecendo compreendé-la, semelhante ao que ocorreu com o G5:

G2_Al: Isso aqui é exatamente a metade da area de um retangulo.
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A conversao do registro figural para o algébrico, permitiu compreender a formula da
area. Outro conhecimento desenvolvido por um dos membros do grupo G2 é que a hipotenusa

de um triangulo retangulo € sempre o maior lado:

G2_A2: Isso vai descobrir o outro lado. Aqui tem 28, aqui tem 14, e aqui tem quantos?
G2_A1: 28 tambem.

G2_AS3: Isso é um triangulo retangulo.

G2_A2: Se tem 28, entdo como tentar enfiar essa reta aqui. Tu acha que essa aqui vai cobrir
tudo isso aqui?

G2_A1: Eu acho!

G2_A2: Ta eu quero uma régua pra eu poder medir.

G2_A1l: Coloca ali: medimos com a régua... deu exatamente 11 cm.... Deu mais, deu 13.

Uma estratégia utilizada pelo grupo é encontrar a funcédo area da casa, a qual sera menor
do que a area do terreno. O grupo pergunta a professora se a funcdo area pode ser obtida
semelhante a resolucéo de uma questdo da avaliacdo de funcdes, a professora responde que sim,
e a partir disso, iniciam os célculos para encontrar a funcédo area, assim como G5. A transcricéo
mostra 0 momento que a professora auxilia 0 grupo a compreender a reta BC além de uma

hipotenusa, mas como a representacao do grafico de uma funcéo afim:

G2_A2: A gente conseguiu fazer a rea... e a gente tem a base, aqui é x-1. Entdo a altura é y-
1.

Professora: Sim. Se y € a varidvel dependente, entdo ele esté variando em relacdo a quem?
G2_A2: x.

Professora: 1sso. Mas quem é entdo a funcéo que determina isso aqui?

G2_A2: A altura do triangulo?

Professora: N3o é a altura do triangulo. E a altura da casa. Mas a altura da casa esta
limitada por quem?

G2_A2: Pelo tamanho dessa linha aqui, né?!

Professora: Oh, ela ta limitada porque ela ndo pode passar disso aqui. Mas quem é essa
linha?

G2_ALl: A hipotenusa.

G2_A2: A hipotenusa.

Professora: Sim, é. Mas além disso, quem ela pode ser? Imaginem isso aqui sendo um
grafico.

G2_A1l: Esse aqui é 0 eixo X e esse 0 eixo y.

Professora: Exatamente.

G2_A1l: E isso aqui é uma reta.

Professora: E uma reta representa o que?

G2_A2: Que o a é igual a zero?

G2_A1: Uma funcéo decrescente.

Professora: Uma funcéo decrescente e o que mais? Qual gréfico representa uma reta em
funcéo de x?

G2_A2: A fungéo afim.

G2_Al: ax+b.
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Professora: Quem é essa fungdo aqui? Quem é ‘a’e quem é ‘b*? Fazendo isso, vocés vao
saber quem € esse y aqui.

Encontrada a funcdo afim definida pelo segmento BC, que determina a altura
(comprimento) da casa, o grupo utiliza 0 GeoGebra como fonte de verificagdo. Percebendo que
a funcéo altura (comprimento) da casa e funcdo base (largura) da casa estdo corretas, 0 grupo
substitui elas na fungéo area e realiza distributiva, obtendo uma funcéo polinomial do segundo

grau, como mostra parte do registro entregue a professora (Figura 5):

Figura 5 — Parte do registro de resolucdo do grupo G2
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Fonte: grupo G2

Feito isso, 0 grupo continua sua estratégia utilizando inequacao:

G2_A2: -2x>+29x-27.

G2_Al: Aheh... a gente conseguiu. Chegamos na funcéo area. Agora a gente tem que fazer
isso ser inequacao. Sera?

G2_A3: Isso.

G2_A2: Essa fungdo tem que dar uma area menor que 196 metros quadrados.

G2_A3: Pesquisa inequacéo do segundo grau.

G2_A1l: Isso tem que ser menor ou igual a 196.

N&o conseguindo prosseguir com a ideia, o grupo chama a professora, que tenta mostrar

ao grupo que a &rea maxima é a maior imagem que a funcéo pode obter:

Professora: Vocés querem encontrar o ponto de maximo. Essa funcgdo vai ter concavidade para
onde?

G2_A2: Vai ter concavidade para baixo.

Professora: Ent&o ela vai ter um ponto de...?
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G2_A2: Maximo.
G2_Al: Aham.
Professora: Vocés tém que encontrar esse valor.

O grupo, assim como G5, utiliza a internet e encontra as formulas para calcular o
maximo ou minimo de uma funcéo.

Utilizando a férmula do y do vértice encontram a area méaxima. E utilizam a defini¢do
que o Vértice da pardbola estd equidistante das raizes para calcular o valor da base da casa
(largura). Essa definigéo foi dita pela professora durante as aulas anteriores, e 0 grupo mostra
se recordar apenas apos lé-la na internet. E para encontrar a altura da casa (comprimento), G2

utiliza a formula da area, como mostra a Figura 6.

Figura 6 — Célculo da altura da casa realizado por G2

Fonte: estratégias do grupo G2

Em nenhum momento da transcrigdo ou observacdo o G2 mostra saber que também
poderiam ter utilizado a fung&o altura (comprimento) da casa definida no inicio da resolucéo,
ou seja, utilizar a funcéo h(x) para calcular a altura:

h(x) = —2x + 27

Apos todos os grupos apresentados terem realizado suas estratégias de resolucao, eles
as escreveram resumidamente em uma folha A0, e entdo, iniciamos as etapas seguintes da
metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas, que serdo
relatas a seguir.

4.1.2 Plenéria, busca pelo consenso e formalizagdo — Ensino Médio

Durante a plenaria os grupos confirmaram que a questéo da avalia¢do auxiliou a iniciar
a resolucdo do problema. Inclusive, afirmaram que o GeoGebra sendo utilizado com frequéncia

nas aulas de Matematica, permitiu que houvesse a compreensédo sobre o enunciado do problema
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antes mesmo de manusearem o aplicativo. Mas 0 mesmo também foi bastante util para
confrontar as hipoteses.

Um dos grupos durante a plenaria afirmou nédo ter compreendido as férmulas do x do
vertice e y do vertice, apenas utilizaram. Os demais grupos que demonstraram entender,
explicaram e apresentaram seus resultados justificando-os pela defini¢do de vértice de parabola
como ponto equidistante das raizes. Como quase todos os grupos resolveram utilizando a
mesma estratégia através de fungdes, alguns grupos em plenaria confirmavam terem realizado
os mesmos calculos, mas terem tentado também por ‘tentativa e erro’, trigonometria, ¢ até
mesmo utilizando a régua. O G5 relata ter percebido seu erro sobre ter multiplicado os
resultados em busca da area do terreno enquanto os demais grupos apresentaram.

No segundo dia de experimentacdo a professora formalizou o contetdo utilizando o
livro Conexdes com a Matematica (2013), utilizado pela escola, bem como, o de Dante (2004).
Tomando esses livros como base, a professora desenvolveu o segundo material de aula
(Apéndice G) que foi impresso e entregue aos alunos. O GeoGebra foi utilizado para apresentar
o aplicativo ‘Vértice da pardbola e eixo de simetria’4, enquanto a professora definia e
demonstrava as formulas da abscissa e ordenada do vértice. Além disso, foi utilizado o
aplicativo contendo a resposta do problema da casal®. N&o foi formalizado utilizando o
conteddo de Derivadas, pois nenhum grupo utilizou como estratégia.

Foi retomada a resolucéo do problema usando o aplicativo do GeoGebra que apresenta
o grafico da funcdo area, conforme Figura 7. Como apenas um grupo nao havia resolvido o

problema, a resolucdo foi feita rapidamente.

4 Link do aplicativo: https://ggbm.at/yYthTvQg
15 |ink do aplicativo: https://ggbm.at/M4tV5J6p
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Figura 7 — llustracdo do aplicativo utilizado para colaborar com a resolucéo do problema
usando Funcdes

c

80

70

60

oe ° el

50

]
L] -n-...-.

30

201 e

e o
®e

-20 -10 0 10 20 30

Fonte: a autora

Os problemas propostos a turma apds a experimentacdo ja nao fazem mais parte dessa
dissertacdo, visto que até naquele momento usdvamos como referéncia as etapas da
metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas
apresentadas no artigo de Allevato e Onuchic (2008), o qual comporta apenas nove etapas.

Como citado anteriormente, para fazer a analise dos grupos e relatar na presente
dissertacdo, utilizamos os audios, 0s registros de estratégias entregues a professora regente,
anotacOes da professora a partir da sua observacao, bem como, o registro em folha AQ utilizado
durante a plenéria. No sistema de avaliacdo do Ensino Basico brasileiro necessitamos avaliar o
aluno quantitativamente, desta forma, os registros entregues para professora em folha A0, as
estratégias de resolucdo e os registros feitos pela professora enquanto observava, compuseram

a nota da atividade.
4.1.3 Consideracdes sobre os resultados - Ensino Médio

Assim como citado por Borba e Penteado (2001), podemos nos deparar com imprevistos
quando usamos a tecnologia, e foi 0 que ocorreu logo no inicio da experimentagéo, pois, houve
incompatibilidade entre os sistemas operacionais na execuc¢do do aplicativo do GeoGebra, visto
que isso ndo tinha sido checado previamente. De todo modo, a professora havia solicitado que
o0s alunos que pudessem, trouxessem seus notebooks para a aula, o que permitiu que os alunos

manipulassem o aplicativo e explorassem outras formas de representacao da situacdo-problema.
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Quase todos os grupos utilizaram conceitos de geometria como estratégia para tentar
resolver o problema. Isso pode ter ocorrido pela representacdo figural do problema remeter a
conceitos da Geometria, como o triangulo ABC e a representacdo da casa retangular. Vale
ressaltar que mesmo que nenhum dos grupos tenha concluido a resolucéo utilizando Geometria,
e esse ndo ser o0 objetivo da experimentacdo, o problema também admite como estratégia de
resolucdo conceitos desse contetido. Podemos ver isso como um ponto positivo, pois essa
impressdo inicial que o problema remete ao contetido de Geometria possibilitou que os alunos
pesquisassem e revisassem conceitos do Ensino Fundamental ja esquecidos. Isso vai ao
encontro do que afirma Polya (1995) e Allevato e Onuchic (2014), em relag¢éo ao aluno buscar
conhecimentos prévios e problemas semelhantes ja resolvidos anteriormente, para ampliar suas
estratégias de resolucéo.

Além disso, fica claro que a tentativa de resolucdo por geometria possibilitou a esses
grupos a compreensao intuitiva da formula da area de um triangulo, como sendo a metade da
area de um retangulo. Essa compreensdo intuitiva construida pelos alunos, principalmente no
grupo G5, direciona o aluno a ser construtor de seu préprio conhecimento (ONUCHIC, 2013).

Essa conjectura obtida pelo G5, gerou um equivoco durante as estratégias de resolucéo,
no momento em que o grupo afirma que se a area de um triangulo é a metade da &rea do
retangulo, o mesmo deve ocorrer com o perimetro deles. A representacdo figural do problema
possibilitou ao grupo romper com essa conjectura (DUVAL, 2009).

Ainda nos referenciando ao G5, percebemos que o GeoGebra foi fundamental para que
0 grupo pudesse visualizar, conjecturar, criar intui¢cdes sobre a resolucdo do problema e articular
entre as diferentes representacdes do problema (ALLEVATO; JAHN; ONUCHIC, 2017). Logo
no inicio da resolucdo do problema o G5 conjecturou a ideia que a resolu¢do do problema
poderia ser obtida através de uma funcdo quadratica, pois essa fungdo apresenta um valor de
mAaximo, que nesse caso seria a area maxima da casa.

O conhecimento previo obtido numa avaliacdo sobre funcdo quadréatica, serviu como
base para que 0s grupos encontrassem as fungdes base (largura) e altura (comprimento) da casa
(ALLEVATO; ONUCHIC, 2014).

Durante as conversoes e tratamentos realizados pelos grupos, conferimos que a ordem
das conversdes aumenta a dificuldade do aluno, conforme afirmado por Duval (2009). Isso pode
ser constatado pela observacdo e transcricdo dos audios. Os alunos, mesmo que ja tivessem
estudado o contetdo de fungdo afim, apresentaram dificuldades em transitar da representacéo

gréafica para a algébrica da funcédo afim.
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A discussdo entre 0s grupos permitiu um trabalho colaborativo (ALLEVATO;
ONUCHIC, 2014). Os alunos compartilhavam suas ideias sem ter medo de estar errado, e em
grupo eles puderam discutir as ideias e concluir sua validade ou néo.

Durante a observacéo, percebemos muitos grupos utilizando o GeoGebra para confirmar
0 resultado da resolucdo do problema (RICHIT, 2016; SILVA, 2010). Apds encontrarem a
funcdo area, quase todos 0s grupos escreveram a funcdo na caixa de entrada do software, e
visualizaram a representacéo grafica da funcéo. Percebendo que o valor obtido algebricamente,
correspondia com o valor do vértice da funcdo encontrado manualmente, os alunos
comemoravam dizendo que haviam concluido a resolucdo corretamente. Um grupo, durante a
plenéria, disse que antes de calcular algebricamente, optou por verificar o valor médximo no
GeoGebra e depois utilizar as formulas da abscissa e ordenada do vértice para determinar o
valor previamente dado pelo sistema.

Além disso a professora em sua préatica utilizou o aplicativo para demonstrar gréafica e
algebricamente a dependéncia funcional entre a funcao base (largura) e altura (comprimento)
da casa (DIKOVIC, 2009).

Mesmo a maioria dos grupos tendo resolvido o problema corretamente, ndo houve muita
formalidade na escrita matematica dos grupos. Nenhum dos grupos se preocupou em analisar 0
dominio das fungdes. A pouca formalidade matematica tem um impacto na representacéo
grafica da funcdo area, sendo que ndo faz sentido algum a representacdo negativa da funcéao
area. Alguns grupos plotaram a funcdo no GeoGebra, realizando a conversdo entre esses
registros, mas ndo se atentaram a essa importancia.

A plenaria possibilitou avaliar o desenvolvimento dos grupos (ALLEVATO;
ONUCHIC, 2014). Apenas um grupo néo resolveu o problema, e demonstrou durante a
experimentacdo muita dificuldade e pouca habilidade com conceitos matematicos. Os demais
grupos demonstraram compreender Maximos de Fungbes Quadraticas como sendo o0 maior e
unico valor que a funcdo pode obter. Sendo as coordenadas desse ponto P(x,,y,), 0S grupos
explicaram que x,, € o valor médio entre as raizes. y, foi explicado como sendo a imagem da
funcéo em relacdo a abscissa x,,, ou obtido através da formula:

b%? —4ac -A
40 4a
Os grupos que utilizaram a férmula, afirmaram simplesmente terem substituido os

YW=

valores, sem compreender sua origem, ou seja, 0s grupos ndo compreenderam a demonstracdo

dessa férmula.
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Antes de aplicarmos a sequéncia em outra turma, com os resultados obtidos sentimos a
necessidade de melhorar o aplicativo e a escrita do problema. Durante a experimentacdo
percebemos que houve um equivoco entre a fala da professora e a do aluno ao se referenciarem
sobre os coeficientes da fungdo afim ‘a’ e ‘b’; e sobre os vértices do tridngulo ‘A’ e ‘B’. Por
conta disso, nas experimentagdes seguintes o triangulo serd chamado de OMN. Diante disso, a
professora afirma que sua maior dificuldade em aplicar essa metodologia nesse contexto foi
acompanhar e atender todos os grupos, ja que os alunos a chamavam a todo momento
apresentando estratégias diferentes.

Além disso, durante a transcricdo do audio de G2, percebemos que fez falta apresentar
no GeoGebra os valores de area, base e altura da casa variando conforme o aluno move o ponto
P:

G2_A2: Por que a gente ndo descobre a area nesse exato momento dele, primeiro? Porque depois
a gente pode comparar. Entendeu?

N&o podemos deixar de relatar que mesmo a turma tendo apresentado cansaco apés a
primeira hora e meia de atividade, os grupos que concluiram a resolucdo do problema
demonstraram grande satisfacdo ao concluirem a resolucdo. Assim como relatado por Van de
Walle (2009), a resolucdo de problemas desafia aluno e apresenta o conteido de forma mais

relevante para ele.

G2_A2: Eu t6 com dor de cabega de ficar pensando jé.
G2_A1l: Mas ta passando rapido até. Eu t6 gostando. Td6 achando muito legal.... Esse negécio de
ficar pensando e descobrir por si s0...

Durante a formalizacdo, a professora buscou articular as representacfes algébrica,
grafica, figuras e desenhos. O uso do aplicativo ‘Vértice da parabola e eixo de simetria’
possibilitou que os alunos confirmassem o conceito de vértice sendo equidistante das raizes,
conforme utilizaram durante a resolugdo do problema. Antes de demonstrar a formula da
ordenada do veértice (y,), a professora tentou explicar de modo que os alunos a compreendesse
como a imagem do x médio entre as raizes (x,), para isso, foram utilizados desenhos feitos no
quadro, o software GeoGebra e figuras (do livro) que exemplificassem funcdes quadraticas
quaisquer, destacando essas coordenadas. Explorado essa ideia, a professora fez a
demonstracdo do y, passa-a-passo no quadro, substituindo x,,, obtido a partir do ponto médio

entre as raizes, em uma funcgdo quadrética f (x) da seguinte forma:
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~1a

Assim, o vertice V(x,, y,,) é dado por V (— %, — A).

4a

A retomada a resolucdo do problema possibilitou aos alunos verificar o dominio das
funcdes e utilizar o contetdo de Maximos e Minimos, agora formalizado, para encontrar a area
méaxima da casa. O GeoGebra nesse momento possibilitou analisar as dependéncias (DIKOVIC,
2009) e o comportamento da representacdo grafica dos objetos matematicos (ALLEVATO;
JAHN; ONUCHIC, 2017).

4.2 CONTEXTO DA EXPERIMENTACAO NA TURMA DE MESTRADO

A experimentagdo ocorreu na turma de Fundamentos da Matemaética do Programa de
Pds-Graduagdo em Ensino de Ciéncias, Matematica e Tecnologias no segundo semestre do ano
de 2017. Antes da experimentacdo em sala de aula, j& tinhamos elementos sobre algumas
caracteristicas da turma, oriundos da entrevista (Apéndice A) com o professor regente. Antes
de relata-los, vale dizer que a autora, na qualidade de investigadora, participou como ouvinte e
em alguns momentos como professora na experimentacdo, além do professor regente da
disciplina. Na entrevista o professor regente disse que essa disciplina tem como objetivo estudar

conceitos aprimorados sobre Funcdes e Geometria em relacdo ao Ensino Bésico, de modo a
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melhor preparar o professor para atuar nesse nivel de ensino. Além disso, sdo estudadas algumas
metodologias de ensino para se trabalhar com esses contetidos no Ensino Basico.

Na entrevista o professor regente afirma que apresenta a turma a metodologia de ensino-
aprendizagem-avaliacao através da resolucao de problemas, mas ndo costuma aplica-la em sua
pratica de ensino. Até o momento da entrevista, o professor relata ndo ter utilizado uma
metodologia de ensino especifica em suas aulas, mas costuma trabalhar a exposicéo oral e 0
uso da tecnologia, principalmente o software GeoGebra, na abordagem de conceitos
relacionados a Funcdes e Geometria.

O professor regente relatou estar discutindo em sala os processos de Polya, e que em
seqguida seria dada a continuidade com a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacédo
através da resolucdo de problemas. Ademais, conta que ja havia iniciado a explorar o conteido
de Funcdo Polinomial do Segundo Grau, porém, retomaria em alguns momentos essa fungédo
devido a sua importancia com as diversas aplicagdes possiveis.

Com base na entrevista constatamos a possibilidade de aplicar a atividade utilizada na
experimentacao da turma do Ensino Médio, com algumas alteraces. Sentimos a necessidade
de mudar o nome dos vértices do triangulo e melhorar o aplicativo do GeoGebra que foi
disponibilizado durante a resolucdo. Além disso, o professor regente da turma de Pds-
Graduacao sugeriu alteracdes na escrita do enunciado do problema, as quais foram acatadas,
conforme apresenta o Quadro 4.

A atividade tem como objetivo abordar um problema de Maximos e Minimos
envolvendo a aplicacdo de uma Func¢édo Polinomial do Segundo Grau utilizando a metodologia

de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas mediada pela tecnologia.

Quadro 4 — Atividade aplicada a turma de Mestrado — Problema 1 Area da Casa
Problema 1 — Area maxima da casa

José ganhou como heranga um terreno triangular, conforme Figura 1, e deseja construir uma casa
retangular com a maior area possivel. Entretanto, ele precisa respeitar algumas restricbes impostas
pelo Plano Diretor de sua cidade para a construgdo. Algumas das restricGes sdo que o canto indicado
pelo ponto P fique sobre a lateral MN do terreno e seja um dos cantos da casa, e que as laterais da
casa, paralelas aos lados OM e ON do terreno, devem ficar a 1m de distancia desses lados.

Figura 1 — Construcdo de uma casa em um terreno triangular
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14 m

Fonte: Adaptada de Cardoso (2016)

Ajude José encontrar as medidas da casa, que devera construir, para que a area dela seja maxima.
Fonte: a autora

A turma tinha um total de 18 alunos, mas no dia da experimentagéo estiveram presentes
13. Assim, os dados foram oriundos desses participantes. Apenas um dos mestrandos néo era
formado em Licenciatura em Matematica, tendo formacdo em Pedagogia.

O ambiente da experimentacdo foi num laboratério de informatica, haja vista que era
necessario o recurso tecnoldgico para o desenvolvimento da atividade.

Como a turma ja havia estudado os processos de resolucdo de problemas de George
Polya, mas ainda ndo a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de
problemas, no dia da experimentacédo, antes da resolucdo da atividade, a autora deste trabalho
fez uma introducdo acerca da metodologia que seria utilizada. Para isso utilizou uma
apresentacdo em Power Point.

Na sequéncia foi distribuida a atividade e solicitado que os alunos fizessem a leitura do
problema individualmente. Feito isso, foi solicitado que eles se reunissem em grupo de 4 a 5
pessoas, formando assim trés grupos que chamaremos de T1, T2 e T3. O audio dos trés grupos
foi gravado e transcrito para analise. Enquanto buscavam compreender o problema, o

aplicativo®® do software GeoGebra foi disponibilizado pelo professor no moodle'”.

16 Link do aplicativo: https://ggbm.at/ASbeu8fr
17 Moodle é um ambiente virtual de aprendizagem utilizado por alguns professores nessa universidade.
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Em seguida os alunos comecaram a discutir estratégias de resolucdo e a autora e o
professor da turma observavam e atendiam os grupos conforme solicitados. Ap6s uma hora de
trabalho, foi solicitado que os grupos escrevessem, em uma folha sulfite A0, sua resolucéo para
discutirmos em plenéaria. E em seguida foi realizada a formalizacdo, utilizando o software
GeoGebra e livro do lezzi e Murakami (1977).

A proposicédo de novos problemas (Apéndice I) foi feita apos essa aula como uma tarefa
a ser resolvida e entregue ao professor via moodle em data determinada.

A sequir serdo relatados os resultados obtidos nesse contexto de experimentacao.
4.2.1 Resultados - Mestrado

A andlise dos resultados foi realizada através dos registros de resolucdo dos alunos,
registros de observacao e transcricao dos audios.

Iniciando por uma abordagem ampla, constatamos que 0s trés grupos demonstraram
dificuldades em trabalhar com as restricbes do problema. Eles acreditavam que a distancia
maxima entre o ponto O e 0 x(P) seria 13, e entre 0 ponto O e 0 y(P) seria 27, pois para eles
bastava subtrair 1 metro das laterais OM e ON, restricdo imposta pelo Plano Diretor no
problema. O objetivo de inserir essas restricbes ao problema era deixa-lo melhor
contextualizado, inclusive, através do audio gravado, verifica-se que um dos membros do T3
relata ao seu grupo enquanto leem o problema que ja vivenciou um acontecimento semelhante
ao problema em questdo, mas ndo conta detalhes.

Os trés grupos variaram suas estratégias de resolucao entre os conceitos de Geometria
Plana, como calculo de area, ponto médio dos catetos, figura inscrita em outra figura plana,
e/ou dobraduras. Além disso, os grupos também utilizaram conceitos de fungdes, como
dependéncia entre as variaveis, lei de formacao, semelhanca de tridngulos e derivada de funcéo.

Todos os grupos partiram de ideias equivocadas. Por exemplo, foi possivel averiguar
que o grupo T1 teve uma ideia equivocada inicialmente quando afirmou que a area maxima era
a que estava representada na Figura 1 (Quadro 3) da folha da situacéo-problema. Essa hipétese
foi invalidada assim que manusearam o aplicativo do problema no GeoGebra.

Ja o grupo T2, que parte de uma ideia sobre semelhanca de triangulos, se equivoca no
uso das restri¢cfes impostas pelo plano diretor. A primeira estratégia foi criar um novo triangulo

(representacdo do terreno) sem as restrigoes.

T2_A1: Sabe o que que eu estava pensando na estratégia? E eliminar essa...
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T2_A2: Isso. E criar um novo triangulo, tirando um metro... Um, menos um aqui. Vai ficar
27...

T2_A1: Isso, porque isso aqui atrapalha bastante, né?!

T2_A2: Isso. Cria um assim...Vai ficar 27 por 13.

A primeira estratégia apresentada por T3 foi 0 uso do conceito de funcdo. Verificaram
que o problema apresenta variaveis, que chamaram de x e y. Consideraram x a base e y a altura
do retangulo (casa), e sabendo que a area total do terreno é 196 m?, usaram uma desigualdade,
conforme transcricdo (T3_A2). O raciocinio esta correto, mas € insuficiente para resolver o

problema.

T3 A2: Na verdade, para maximizar... a area maxima... Area maxima é igual a base vezes
altura. Restricdo: base vezes altura é igual ou menor a 196mz2. Uma das restricdes.

Ainda, foi possivel verificar que o grupo T3 inseriu essa desigualdade no campo de
entrada do GeoGebra. Ao visualizarem uma regido no formato de hipérbole como representacéao
grafica, verificam que algo estava errado, pois ndo esperavam esse tipo de representacao.

O Quadro 5 apresenta, em suma, as estratégias utilizadas pelos grupos.

Quadro 5 - Estratégias utilizadas pelos grupos do Mestrado na resolugéo do Problema 1 — Area
da casa

Estratégias T1 | T2 | T3
P —
Célculo de area X
) | Ponto médio X | X
Trigonometria _
Semelhanca de triangulos X X X
Dobradura X
Dependéncia entre as variaveis | X X X
Coeficientes da funcéo X X
. Derivada de fungéo X | X
Funcoes i
Zero da funcgéo derivada X X
Ferramentas do GeoGebra para
X X

plotar fungdes

|
Problema Parcialmente X X

solucionado: Completamente X

Problema néo solucionado

Fonte: a autora
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Vamos agora detalhar especificamente cada grupo. Iniciamos pelo T1. Pelo audio do
grupo, percebe-se que em um determinado momento um dos membros parte da ideia intuitiva
que a area maxima da casa € obtida pela metade dos catetos do triangulo (ponto médio),

conforme transcricdo T1_A2. Nesse momento o grupo ja estava com o aplicativo do GeoGebra.

T1_A2: Tipo assim oh, ir chegando em um quadrado. Mais proximo possivel de um quadrado.
Dai, dividiria 27 por 2, que daria 13.5, e 13 dividido por 2, que daria 6.5. Chega mais ou menos
aqui, oh. Nisso que a gente chegou aqui, entendeu?

Pelo &udio, os demais membros do grupo parecem nao compreender o raciocinio, até
mesmo porque T1_A2 ndo consegue provar que isso seria verdade. Seguido disso, 0 grupo parte

para uma estratégia utilizando funcdo.

T1 VA: Ele quer as laterais da casa? Quanto que eu vou fazer de largura e de comprimento?
Tipo um x e um y que ele quer descobrir.

Os alunos nesse momento conseguem fazer uma conversdo do registro geométrico para
o algébrico, conhecendo que as medidas estdo variando e que a dependéncia entre elas define
uma funcdo. Pelo audio e as resolucdes desse grupo percebe-se que consideram trés diferentes
areas em funcdo de x e y. Representam essas areas algebricamente, e afirmam que a soma das
trés areas € igual a area do terreno menos as restri¢des. Isolam a variavel y, e substituem na
equacdo da area da casa dada pelo produto de x e y. Apds isso, observam uma funcgéo
quadrética, a qual utilizam derivada para descobrir o valor da base da casa com area maxima.
Utilizando o aplicativo do GeoGebra, constatam que ha algum erro em seus célculos, visto que
o valor da base para obter a a&rea maxima seria 6.25m, e pelos calculos do grupo o valor de base
seria 6.5m. Porém, apesar de seus calculos apresentarem algum erro, verificam que o resultado
encontrado pela derivada ¢ o mesmo encontrado por T1_A2 usando o ponto medio.

A professora interage com o grupo T1 durante a observacdo tentando compreender o
que foi feito até 0 momento. Percebendo o erro cometido, pergunta ao grupo por que podem
garantir que a medida maxima que a altura da casa pode atingir é 27m, bem como, a da base
ser 13m. O grupo responde que descontaram o 1 metro dado como restricdo no problema. A
professora solicita que um dos membros do grupo mova o ponto P no aplicativo do GeoGebra
de modo que a base da casa seja zero. Nesse instante o0 grupo percebe que o comprimento da

casa vale 25m, ao invés de 27m como haviam afirmado. A professora pede que mova o ponto
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P de modo que a altura seja zero. Assim, o grupo verifica que a medida correta da base néo
seria 13m, mas sim 12.5m. A professora questiona por que a hipétese inicial estaria errada. Um
dos membros do grupo diz que isso ocorre porque € um triangulo. A professora complementa
sua resposta dizendo que eles ttm um problema de proporcionalidade e isso tem que ser
considerado na resolucdo. Feita essa mediacdo, foi possivel constatar que o grupo usou
semelhanca de tridngulos para mostrar as novas medidas. Refizeram os célculos usando as trés
areas em funcdo de x e y (Figura 8) e concluiram corretamente seus calculos, mesmo que sem
formalizacdo matematica nos calculos em relacdo ao dominio das func@es, ponto critico, teste

da 12 ou 22 derivada, etc.
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Figura 8 - Estratégia do grupo T1

Fonte: registros do grupo T1

Além disso, tomaram a metade dos catetos do triangulo sem as restricdes, com base 12,5
e altura 25m, e verificaram mais uma vez que a ideia intuitiva estava correta. Porém, nenhum

dos membros do grupo sabia demonstrar matematicamente essa hipotese.
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Partindo para andlise detalhada do grupo T2, durante a observacao percebeu-se que o
grupo cometeu 0 mesmo erro que T1 em relacdo as restricdes impostas pelo Plano Diretor, e 0
erro também foi sanado ap6s mediacdo da professora.

No audio é possivel perceber que depois de algumas discussdes, T2 passa a utilizar uma
estratégia semelhante ao do T1 sobre funcdo e derivada. Somam trés areas (Figura 9), mas
obtém equacg0es diferentes de T1, afinal partem da representacdo geométrica do dobro da area
do terreno, de modo a formar um retangulo.

Figura 9 - Estratégia do T2

Fonte: registros do grupo T2

Na figura 9, A1, A2 e A3 representam respectivamente A2, A3 e Al na Figura 8.

O grupo T2 erra ao igualar a soma das areas com a area do retangulo (dobro do terreno)
ao inveés da area do terreno OMN. O erro € percebido durante a plenaria.

Além disso, pelo audio e pelos registros constatamos que T2 também percebe a partir
de observagdes no aplicativo do GeoGebra que a area méxima é obtida com a metade dos
catetos. A diferenga de T1, é que T2 ndo partiu de uma ideia intuitiva, mas sim, de observacéo.
Os alunos do T2 fizeram uma conversao do registro geométrico para o algébrico. Para tentar
mostrar essa ideia, T2 usou Geometria. Construiu um retangulo (Figura 10) com mesma base e
altura do tridngulo, e dividiu em quatro partes iguais, constatando que a &rea maxima da casa é
um quarto da area total do retangulo.
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Figura 10 - Outra estratégia de T2

Fonte: registros do grupo T2

Em relacdo ao grupo T3, em um dos momentos da mediag&o, a professora, assim como
fez nos demais grupos, percebendo que os alunos também estavam usando incorretamente as
restricbes de 1 metro, ou seja, consideram um tridngulo com base 13m e altura 27m, fez com
que o grupo percebesse seu erro utilizando o aplicativo no GeoGebra.

Ap0s isso, pelo audio se percebe que o grupo T3 recorre a internet para resolver o
problema e encontra um artigo de Paterlini (2001), que apresenta o problema do retangulo
inscrito. O problema ndo apresenta contextualizacdo e nem restricbes, como o da atividade
aplicada. Com base no artigo, T3 utiliza semelhanca de tridngulos para resolver o problema.
Porém, persistem no erro de considerar base e altura do tridngulo sem as restri¢oes, sendo 13m
e 27m respectivamente.

Além dessa estratégia, o grupo T3, ainda com base no artigo encontrado, usa a dobradura
para ilustrar que a &rea méaxima da casa € obtida na metade de cada cateto do triangulo sem as
restricdes. Todavia, ndo apresentam um triangulo com as mesmas medidas do problema da
experimentacdo, mas sim um tridngulo isoscele, no qual a area maxima do retangulo é um

quadrado (Figura 11).

Figura 11 - Estratégia T3

Fonte: mestrandos do grupo T3
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Tendo todos os grupos realizado suas estratégias de resolucdo, eles as escreveram
resumidamente em uma folha AO, e entdo, iniciamos as etapas seguintes da metodologia de

ensino-aprendizagem-avaliacao através da resolucao de problemas, que serdo relatas a seguir.
4.2.2 Plenaria, busca pelo consenso, formalizacéo e proposi¢édo de novos problemas - Mestrado

Durante a plenéria os grupos perceberam que houve estratégias semelhantes. Teve
pouca discussdo entre a turma e o grupo que apresentava. A professora realizou algumas
perguntas aos grupos conjuntamente. Como por exemplo, por que igualam a zero a primeira
derivada; se usariam as estratégias utilizadas por eles para resolver o problema em uma turma
do Ensino Médio; como surgiu a estratégia do ponto médio, etc.

Em relacéo a questdo referente a derivada, os grupos T1 e T2 responderam que igualam
a zero pois é 0 ponto em que a reta tangente € paralela ao eixo das abscissas, mas ndo mostravam
muita confianca na resposta. O grupo T3 disse que usaria a resolucdo da dobradura se
aplicassem em turmas do Ensino Médio. Ja os demais grupos, ndo responderam essa pergunta.
E sobre a estratégia do ponto médio, T1 disse que um dos membros do grupo tinha uma vaga
lembranca de ja ter visto esta relacdo em outra disciplina, e o T2 disse que a ideia surgiu
enquanto manuseavam o GeoGebra.

Apos isso, o professor regente resolveu o problema usando fungdes e semelhanca de
tridngulos, recorrendo ao aplicativo® do GeoGebra quando necessario. O aplicativo utilizado
durante a resolucdo do problema foi adaptado do utilizado na turma do Ensino Médio. Sentimos
a necessidade de melhorar o aplicativo, de modo a utilizar melhor suas ferramentas de
representacdes, variando entre grafica, algébrica e figura dindmica em um mesmo aplicativo

conforme Figura 12.

18 Link do aplicativo: https://ggbm.at/QpB7Z5wg
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Figura 12 — llustracdo do aplicativo utilizado durante a resolucéo do problema e formalizacao

~ Janela de Visualizagido X/|» Janela de Visualizagio 3D X
- O comprimento da base (b) da casa éiguala @ 14m
O comprimento da altura (h) da casa & igual a 6.73m
A area da casa (AC) &igual a 61 46m?
Fungéo objstivo: Maximizar a area da casa (A)
Para obter a base em fungéo de x, devemos descontar o Tmde x

=x-1
A altura da casa depende da posicéo do ponto P no segmento M. Como MM & uma reta, podemos
considera-la sendo uma fungéo afim f(x)
f(x) = 28- 2x
Entdo, a altura da casa em fungéo de x, & dada por f{x) menos a restricdo de 1m
h=f-1=28-2x-1 Logo, afungéo area (A) é dada por
A=b*h=(x-1)28-2x-1)
» Janela de Visualizacdo 2 X
100

Max = (7.25,78.13) A() = (x—1) (28 -2x—-1)
.Area Alx) = (x—1) (28-2x-1)

Fonte: a autora

Por fim, o professor fez a formalizacdo usando o livro de lezzi e Murakami (1977, p.
130-131)*°, o qual aborda a forma candnica da func&o e pode ser apresentada no Ensino Médio,
recorrendo ao GeoGebra quando necessario.

Na entrevista pds-experimentacdo (Apéndice C), o professor relata que na aula seguinte
a experimentacdo, na qual a autora deste trabalho ndo estava presente, ele retomou a
formalizacdo usando o Vértice da Parabola, e também, comentou rapidamente sobre a resolucéo
usando o ponto médio ou derivada que permite calcular pontos de maximos e minimos. Mesmo
ndo sendo o objetivo da disciplina estudar conceitos do Calculo, € interessante que o professor
ndo deixe o aluno sem ter um retorno sobre sua estratégia de resolucao.

Vale ainda ressaltar que na entrevista pos-experimentacdo o professor afirmou que ndo
esperava que os alunos abordassem algumas das estratégias relatadas, como as estratégias com
foco na Geometria Plana e dobradura, visto que, o conteldo explorado previamente na
disciplina era Funcdo.

A avaliacdo da atividade foi realizada durante todo o0 momento da experimentacao
atraveés dos registros de observacdo e a discussdao em plenaria. Ademais, foi utilizada como
avaliacdo a resolucao dos novos problemas propostos. Essas estratégias de avaliagcdes serviram
tanto para a autora do trabalho, como para o professor regente da turma. A Unica avaliacdo que
foi analisada apenas pela autora do trabalho e ndo pelo professor regente, foram os registros de

resolucéo entregues pelos alunos.

19 Livro disponivel para download em: < http://denrrou.com.br/downloads/livros/Fundamentos-da-Matematica-
Elementar/Fundamentos-de-Matematica-Elementar-Volume-1-Conjuntos-e-Funcoes.pdf> Acessado em: 16 de
jun. 2018.
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A lista dos novos problemas propostos (Apéndice 1) foi disponibilizada aos alunos via
moodle apds a experimentacdo. As respostas foram entregues individualmente pelos alunos
também via moodle. Na andlise das resolucdes é possivel verificar que os alunos nao usaram as
mesmas estratégias de resolucdo usadas durante a experimentacao, e em alguns casos optaram
por tentativa e erro, ao invés de usar o conteldo formalizado sobre M&ximos e Minimos. Além
disso, percebemos através das resolugdes que os alunos discutiram entre si a resolucdo dos

problemas até chegar em um consenso, mesmo que erréneo.
4.2.3 Considerac@es sobre os resultados - Mestrado

A andlise de resolucdes da atividade permite inferir sobre o conhecimento prévio dos
alunos. Azevedo (2014), relata que a aplicacdo da metodologia de ensino-aprendizagem-
avaliacdo através da resolucdo de problemas em turmas de formacdo docentes possibilita
verificar fragilidades nos conhecimentos do (futuro) professor. Analisando nossos resultados,
constatamos fragilidades no dominio do contetdo de fungdes. Alguns alunos demonstraram
dificuldade em compreender a funcdo dinamicamente, como algo que varia. As estratégias
iniciais do grupo T2 foram principalmente usando proporcionalidade, porém, em momento
algum foi discutido a proporcionalidade da funcéo afim, que esta presente no problema, e
poderia ser bastante (til.

O conhecimento prévio dos alunos é um fator influenciador nos resultados de atividades
guiadas pela metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo. Allevato e Onuchic (2014)
defendem nas etapas da metodologia que o professor deve incentivar os alunos a usarem seus
conhecimentos prévios. O grupo T1 deixou evidente no audio o uso de conhecimentos ja
adquiridos, e foi positivamente guiado por esse conhecimento, demonstrando inclusive uma
abordagem da resolucdo mediada pela ferramenta do Calculo, como apresenta a transcri¢ao do
audio do aluno T1_A4.

T1_A4: E se fosse resolver por maximos e minimos a gente faz uma equagdo e maximiza, tira
a derivada, né?!

Mesmo que o0s trés grupos tenham utilizado, mesmo que brevemente, o contetdo de
fungdes, dois desses demonstraram muita dificuldade em transitar do registro grafico e da
linguagem natural, para o algébrico. A teoria de Duval (2009), afirma que a converséo entre as
representacOes € mais dificil de realizar para a maioria dos alunos. O T1 utilizou a converséo

do registro grafico para o algébrico com mais facilidade, e mostrou a necessidade de realizar a
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conversdo para outro registro (o algébrico) para facilitar os tratamentos elementares (DUVAL,
2013), 0 que por sua vez o0 grupo deve ter maior habilidade.

Pela observacao e transcri¢do dos audios, a dificuldade dos grupos T2 e T3 inicialmente
sobre realizar estratégias que resolvessem o problema de Otimizacdo, pode estar relacionada
aos fatores relatados por Almeida e Viseu (2002): dificuldade em interligar condigdes de um
mesmo problema e em relacionar informagdes do gréfico com os conhecimentos analiticos. As
restricdes impostas pelo Plano Diretor no problema foi a maior barreira para esses grupos, pois
0S mesmos ndo conseguiam escrevé-las algebricamente.

O aplicativo no GeoGebra, apresentado como outro registro de representacdo para o
problema, permitiu que mediasse a converséo entre a representacdo na linguagem natural para
a algébrica do problema (DUVAL, 2013). O primeiro contato com o aplicativo permitiu que 0s
grupos, principalmente T1, refutasse a conjectura inicial sobre a Figura 1 (Quadro 4) no
enunciado do problema estar necessariamente representando a casa com a maior area
(ALLEVATO; JAHN; ONUCHIC, 2017).

Outro momento relevante no uso do GeoGebra que refutou conjecturas, foi quando
todos os grupos afirmavam que as dimensdes do triangulo sem as restricdes, semelhante ao
triangulo OMN, teria como base 13m e altura 27m. A professora usando o GeoGebra
possibilitou que os alunos verificassem que ndo bastava subtrair 1 metro das laterais OM e ON
para construir um terreno (triangulo) semelhante ao OMN.

Ademais, 0 GeoGebra foi utilizado para refutar hipdteses, induzir estratégias e realizar
construcdes (ALLEVATO; JAHN; ONUCHIC, 2017; DIKOVIC, 2009). A visualizacao gréafica
possibilitada pela tecnologia foi fundamental para que o T3 percebesse que a estratégia de
inequacdo usada inicialmente néo era suficiente para obter a resposta do problema.

A estratégia utilizada por T1 e T2 baseada no ponto médio dos catetos como base e
altura para obter a area maxima, pode ter sido induzida pela possibilidade de visualizar o
problema. Tall (1991), afirma que visualizar pode ajudar na intuicdo de conceitos. Apds
apresentada essa estratégia de resolucdo pelos alunos durante a experimentagdo, achamos
conveniente criarmos o aplicativo ‘Area da casa - refutagdes?®’ que auxilia o professor e o aluno
a discutirem sobre essa hipotese quando a mesma surgir como estratégia de resolucéo.

N&o houve rigor matematico nas resolugdes. Os alunos mostraram ndo dar relevancia a
informacdes como dominio de funcdes, simbologia, demonstragdes, etc. Embora isso, entre 0s

calculos verificados, ndo houve erro no tratamento das expressdes, que séo as transformacées

20 Link do aplicativo: https://ggbm.at/kshPWRaZ
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efetuadas dentro de um mesmo sistema de registro (DUVAL, 2013). Porém, durante a
transcricdo do dudio constatamos que o grupo T3 teve grande dificuldade no tratamento das
expressdes presentes no artigo de Paterlini (2001), que tomaram como base para resolugédo do
problema. A resolucdo do problema presente nesse artigo, quando compreendida, pode ser
usada para resolver a &rea maxima da casa do problema de experimentacdo, utilizando apenas
uma substituicdo dos valores. Mesmo assim, T3 por ndo compreender o que estava sendo feito,
demonstrou dificuldade nesse tratamento. Espera-se que por estarmos trabalhando com
professores (ou futuros professores), os mesmos tenham buscado suprimir essas fragilidades
mesmo apds a experimentacdo (AZEVEDO, 2014).

O objetivo da disciplina de Fundamentos da Matematica, na qual a atividade foi
aplicada, era aprimorar 0s conceitos sobre Funcbes e Geometria para melhor preparar o
professor para atuar no Ensino Médio. Diante disso, sentimos falta de os estudantes utilizarem
0s conceitos sobre Maximos e Minimos de FuncGes vistos nesse nivel de ensino. Dois grupos
utilizaram conceitos do Calculo, e o outro, dobradura, além das demais estratégias, como ponto
médio. O T3 disse que se resolvesse o problema no Ensino Médio iria usar dobradura para
soluciona-lo. Mas por que 0s grupos ndo utilizaram os conceitos de vértice e as férmulas para
obter a abscissa e a ordenada do vértice? Com base no referencial, presumimos que esse grupo
de (futuros) professores tém dificuldade em relacionar conceitos do Ensino Médio com o
Superior (SBEM, 2013).

Com isso, corroboramos com os autores Onuchic e Morais (2013) quando afirmam que
a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas deve ser
aplicada a turma de formacdo de professores com mais frequéncia, ja que possibilita inter-
relacionar conceitos dos diferentes niveis, e que para que haja conhecimento sobre essa
metodologia.

Os grupos trabalharam de modo colaborativo, e permitiram que os professores em sala
mediassem quando necessario (ALLEVATO; ONUCHIC, 2014).

Durante a plenaria foi questionado aos grupos que usaram derivada por que devem
igualar a zero para encontrar 0 ponto critico. Alguns alunos responderam, sem mostrar muita
seguranga, que € devido a inclinagdo da reta tangente. Além disso, a professora pergunta por
que consideram que o valor resultante da derivada igualada a zero € o valor da abscissa no ponto
maximo da funcdo. Os alunos ndo souberam responder. Assim, constatamos uma das
dificuldades relatas por Dall’anese (2000), em rela¢do aos alunos ndo buscarem compreender e

interpretar o conceito grafico da derivada, mas apenas realizarem os procedimentos mecanicos.
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O GeoGebra foi eficaz durante a formalizacéo e resolucéo do problema pelo professor
regente. O mesmo possibilitou exemplificar, apresentar de maneira dindmica os conceitos e
articular entre as diferentes representacdes.

Ap0s a entrega das resolucdes dos problemas propostos pelos alunos, elaboramos uma
analise a qual contatamos fragilidades no dominio das funcfes. Os alunos mostraram
dificuldade em relacionar os conceitos de &rea e perimetro com a dependéncia funcional
presente no problema. Além disso, 0s erros procedimentais e analiticos cometidos pelos alunos
mostram que houve falta de atencdo durante a resolucdo.

Foi bastante relevante a experimentacdo da atividade em uma turma de formacdo de
professores para verificar fragilidades, para terem conhecimento dessa metodologia de ensino
e para que eles tivessem a oportunidade de inter-relacionar conceitos de diferentes niveis de
ensino (AZEVEDO, 2014; ONUCHIC, MORAIS, 2013; SBEM, 2013).

4.3 CONTEXTO DA EXPERIMENTACAO NA TURMA DA GRADUACAO

A experimentacgdo ocorreu na disciplina de Calculo Diferencial e Integral | (CDI - 1), na
turma do curso de Licenciatura em Matematica. Porém, também tinham alunos de outros cursos,
como Engenharia Civil, Elétrica e Mecanica, matriculados na disciplina, que participaram da
experimentacdo, inclusive alunos repetentes. Antes da experimentacdo em sala de aula, ja
tinhamos elementos sobre algumas caracteristicas da turma, oriundos da entrevista (Apéndice
B) com a professora regente. Antes de relata-los, vale dizer que a autora, na qualidade de
investigadora, participou como professora nessa experimentacdo. Além disso, foi possivel
contar com a colaboracdo da colega de Mestrado, Jéssica Meyer Sabatke, para auxiliar como
observadora no primeiro dia de experimentacdo. Segundo a professora regente, a disciplina de
CDI — | tem como objetivo principal desenvolver o raciocinio do aluno.

A professora regente relatou na entrevista que utilizava a metodologia de ensino-
aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas em sua tese de doutorado, que
ocorriaem paralelo ao periodo da experimentacdo aqui relatada, assim, ela tinha um leque maior
de experiéncias em relacdo a disciplina de CDI — I utilizando essa metodologia de ensino. No
semestre em que ocorreu a experimentacdo, que estd sendo contextualizada, a professora
regente da disciplina afirmou ndo ter trabalhado com frequéncia essa metodologia em suas
aulas, porém, disse ter utilizado em alguns momentos algumas etapas da metodologia, como a
discussdo em grupo, mediacgéo do professor e formalizacdo. Além disso, comentou que no inicio
das aulas com essa turma ela apresentou todas as etapas da metodologia de ensino-

aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de problemas, e as do método de Polya também.
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Durante a entrevista a professora regente conta que costumava trabalhar com listas de
exercicios e apostilas, além de ser bastante frequente o uso do software GeoGebra em sala de
aula na exploracéo visual de funcGes principalmente, e na resolucdo de trabalhos propostos.

Os pontos de maximo e minimo j& haviam sido explorados na disciplina durante o
contetido de funcgdes, mas sem citar a resolucdo para encontrar esse(s) ponto(s) através da
derivada.

Além da entrevista, a autora, com autorizacdo da professora regente da turma, assistiu
as quatro aulas anteriores a experimentacao com o objetivo de adentrar ao contexto da turma e
do contetdo explorado. Durante a observacdo dessas aulas, constatou-se que o conteido
lecionado era ‘Analise da Variacdo de Fungdes’. Para introduzir esse contetido a professora
regente optou por usar parte da metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da
resolucdo de problemas. Com isso, naquelas aulas, ela entregou a turma uma atividade que tinha
como objetivo que os alunos discutissem e concluissem o conceito grafico de: maximo e
minimos locais, maximo e minimo absoluto, ponto critico, teste da primeira derivada, ponto de
inflexdo, teste da segunda derivada e assintotas. Feito isso, a professora regente formalizou o
conteudo com os alunos e concluiu com a resolucdo de um exemplo de construcdo de grafico.
Isso poderia colaborar com os resultados da experimentacdo, ja que os alunos poderiam se
apropriar desse conhecimento prévio para analisar e resolver um problema sobre a aplicacdo de
Maéximos de uma Func¢&o Polinomial.

Com posse dessas informacdes obtidas pela entrevista e observacao de algumas aulas, a
sequéncia didatica a ser aplicada foi construida. Nessa experimentacdo foram aplicados dois
problemas. O problema da area méxima da casa, apresentado no Quadro 6, e o problema do

volume méximo da caixa, apresentado no Quadro 7.

Quadro 6 — Atividade aplicada a turma da Graduac&o — Problema 1 Area da Casa
Problema 1 — Area méaxima da casa

José ganhou como heranga um terreno triangular, conforme Figura 1, e deseja construir
uma casa retangular com a maior &rea possivel. Entretanto, ele precisa respeitar algumas
restricdes impostas pelo Plano Diretor de sua cidade para a construcdo. Algumas das restrigdes
séo que o canto indicado pelo ponto P fique sobre a lateral MN do terreno e seja um dos cantos
da casa, e que as laterais da casa, paralelas aos lados OM e ON do terreno, devem ficar a 1m
de distancia desses lados.

Figura 1 — Construcdo de uma casa em um terreno triangular




28m

“o

14m

Fonte: Adaptada de Cardoso (2016)

Ajude José encontrar as medidas da casa, que devera construir, para que a area dela seja
maxima.

Fonte: a autora

Quadro 7 — Atividade aplicada a turma da Graduagéo - Problema 2 Volume da Caixa

Problema 2 — VVolume da caixa

Dada uma folha retangular, construa uma caixa, sem tampa, cujo volume seja maximo.
Construa essa caixa, usando as dimensfes da folha retangular dada, ap6s serem cortados
quadrados dos cantos dessa folha, conforme Figura 1.

Figura 1 — planificagdo da caixa

Fonte: a autora

Quais sao as dimensdes da caixa para que 0 seu volume seja 0 maior possivel? Qual o
valor desse volume?

Fonte: a autora

89
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Os problemas tém como objetivo introduzir o conteudo de Otimizacdo de FuncGes
Polinomiais utilizando a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucéo
de problemas mediada pela tecnologia.

A escolha por dois problemas, ao invés de um, se deu para que pudéssemos ter a
oportunidade de verificar como os (futuros) professores trabalhariam com uma fungéo do
segundo grau, bastante frequente no Ensino Médio, bem como, com uma fungéo de maior grau,
mais frequente no Ensino Superior. A necessidade de calcular os pontos de maximo e minimo
de uma funcdo cubica, a qual ndo é possivel encontrar esses pontos utilizando a estratégia de
vértice da parabola estudada no Ensino Médio, possibilita que os alunos instiguem os contetidos
de Calculo na resolucédo dessa fungéo.

A experimentacdo ocorreu no segundo semestre de 2017, em dois dias, com duas aulas
de 50 minutos cada, totalizando quatro aulas.

A turma tem um total de 38 alunos matriculados, segundo a professora regente, em
média 30 alunos frequentavam a disciplina. No primeiro dia de experimentagdo em que foram
recolhidos os dados e gravagdes dos audios, houve a participacdo de 25 alunos. Assim, os dados
serdo oriundos desses participantes.

O ambiente da experimentacdo foi num laboratério de informatica, haja vista que era
necessario o recurso tecnoldgico para o desenvolvimento da atividade.

Primeiramente as atividades foram entregues e entdo solicitado aos alunos que fizessem
a leitura individualmente. Feito isso, foi solicitado que eles se reunissem em grupo, formando
assim sete grupos que chamaremos de E1, E2, E3, E4, E5, E6 e E7 e os integrantes de cada
grupo serdo chamados de E1_Al, E1_A2, ..., E2_A1l, etc. Um dos estudantes optou por néo se
juntar em grupo e preferir fazer as atividades individualmente, sendo este o0 E6. Foram gravados
e transcritos os audios dos grupos E1, E2, E3 e E4. A escolha dos grupos que tiveram o audio
gravado se deu aleatoriamente.

Apds se reunirem em grupos, a professora solicitou que os grupos abrissem o aplicativo

22 que estavam salvos nos

‘Area da casa’® e depois o aplicativo ‘Volume da caixa
computadores do laboratorio.

Alguns grupos optaram por iniciar a resolugdo pelo problema ‘Area da casa’ e outros
pelo problema ‘Volume da caixa’. Em seguida os alunos comecaram a discutir estratégias de

resolucgéo e a professora e a observadora observavam e atendiam os grupos quando solicitado.

2L Link do aplicativo: https://ggbm.at/ASbeu8fr
22 Link do aplicativo: https://ggbm.at/pgDrPPQT
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Ap6s uma hora de trabalho, foi solicitado que os grupos escrevessem, em uma folha sulfite AQ,
sua resolucdo para discutirmos em plenaria.

N&o sendo possivel concluir a plenaria no primeiro dia de experimentacdo devido ao
tempo da aula, foi dado continuidade no segundo dia. Para evitar possiveis alteracdes nas
resolucdes, a professora recolheu todas as folhas AQ. Encerrada a plenaria a professora realizou
a formalizacdo do contetdo e a proposicdo de novos problemas (Apéndice K). Os problemas
listados no Apéndice K foram deixados como uma proposta de estudo para a avaliacao que seria
feita pela professora regente, sendo assim, nao foi solicitada a entrega da resolucdo dos
problemas, nem analisada na presente anélise de dados.

A seguir serdo relatados os resultados obtidos nesse contexto de experimentacao.

4.3.1 Resultados - Graduacéo

A analise dos resultados foi realizada através das respostas dos alunos, dos registros de

observacdo e transcrigdo dos audios.
4.3.1.1 Resultados do Problema 1 — Area da casa

Com uma abordagem ampla, quase todos os grupos calcularam em algum momento o
valor da semirreta MN (hipotenusa do triangulo) utilizando Pitdgoras. Percebemos que 0s
grupos tentam essa estratégia por conta de o formato do tridangulo remeter a Geometria Plana,
e esse ser um valor desconhecido do problema.

A maioria dos grupos percebeu a relacéo existente entre a variacao da area e o contetdo
de funcbes, bastante presente na disciplina de CDI — I. Porém, nem todos conseguiram utilizar
esses conceitos algebricamente.

Alguns grupos utilizaram semelhanca de tridngulos como uma estratégia de resolucéo,
porém, mesmo que em algumas situacfes o conceito matematico estava correto, os valores
utilizados ndo estavam. Isso deve-se as restricbes impostas pelo problema. A maioria desses
grupos acreditava que a distancia méxima entre o ponto O e 0 x(P) seria 13, e entre o ponto O
e 0 y(P) seria 27, pois para eles bastava subtrair 1 metro das laterais. Nesse momento 0s grupos
ja estavam com o aplicativo do GeoGebra em maos.

Dos grupos que conseguiram encontrar uma funcdo area que possivelmente
representava a variagdo da area da casa, calcularam a derivada da funcgéo e o zero da funcéo
derivada para obter a abscissa do ponto maximo da area. Outros grupos se basearam na ideia

que a area méxima é obtida pelo ponto médio do tridngulo (terreno).



92

O Quadro 8 apresenta um apanhado das estratégias utilizadas pelos grupos.

Quadro 8 - Estratégias utilizadas pelos grupos da Graduagao na resolugdo do Problema 1 —
Area da casa

Estratégias El | E2 | E3 | E4 | E5 | E6 | E7
T~ |Calculodearea | | | | | | | X|
Trigonometria | Semelhanca de tridngulos X X X
Ponto médio X X X | X
Coeficientes da funcéo X X X X
Coeficiente angular da reta N
tangente
Funcdes Derivada de fungéo X X
Zero da funcéo derivada X X

Substituicdo do zero da funcéo

derivada na funcéo area

Problema Parcialmente X X
solucionado: Completamente X
Problema néo solucionado X X X X

Fonte: a autora

Partindo para uma abordagem especifica dos grupos, iniciamos analisando E1 e E4, que
representaram as restricdes corretamente. Os audios nos permitem perceber que o GeoGebra
auxiliou que esses dois grupos verificassem o valor maximo de O até x(P) e de O até y(P).
Porém, o E1, embora tenha constado uma informacdo importante na resolucdo do problema
sobre as restri¢fes e ter uma hipdtese inicial sobre o ponto médio do tridngulo ser o ponto no
qual obtemos a area maxima, o grupo opta por parar de resolver este problema e partir para o
Problema 2 (o qual serd relatado os resultados no topico seguinte), conforme mostra a

transcri¢ao do audio:

E1 Al: O maximo é 25. Entdo vai estar bem na metade.

E1 A3: Mas como vai ser 25 se tem 1 metro?

E1 Al: Sim, o metro € daqui até aqui, s6 que tipo... 1 metro dessa base, ndo quer dizer que
chega até esse ponto.

E1 A3: Se os catetos fossem iguais dai ia dar certo.

E1 Al: Se pegar a metade da base e a metade da altura, vai ter o maior volume possivel.
E1 A4: Uma 2x... tem que fazer alguma parada agora, que eu nao sei.

[Siléncio]

E1 Al: Querem tentar resolver o da caixa primeiro entdo?
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O é&udio indica que o grupo com um pouco mais de discussdo poderia resolver o
problema ou pelo menos inferir que seria o ponto médio. J& o grupo E4 apds constatar no
GeoGebra informacg6es importantes sobre as restricdes, utiliza semelhanca de triangulos para
provar os reais valores possiveis na altura e base do triangulo sem as restricdes. Feito isso, 0
grupo verifica a partir de célculos que o ponto médio é onde obtemos a area maxima (Figura
13), todavia, os célculos que demonstram essa hipdtese ndo foram registrados na folha entregue
a professora e a fala dos alunos ficou inaudivel em alguns momentos durante a discussdo de

uma possivel demonstracéo.

Figura 13 — Estratégia E4
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Fonte: grupo E4

Enquanto alguns membros do grupo E4 discutiam e resolviam o problema usando ponto

médio, um outro membro encontrava a funcao area que é obtida pela relagdo de base (largura)
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e altura (comprimento) da casa. Esse membro E4_Al do grupo utilizou sistemas lineares, para
tentar encontrar os coeficientes a, b e ¢ de uma fungdo quadratica (funcdo area da casa), e
conceito de tangente, porém, por relatos do aluno, 0 mesmo diz ndo ter conseguido concluir
devido ao tempo, mas pelas anotacbes dele entregue a professora (Figura 14) e pelo audio

transcrito da plenéria, seus conceitos estavam corretos, conforme transcricéo a seguir:

E4 Al: A gente pensou meio diferente um do outro, eu pensei que a fungao que determina a
area vai ser relacionada com a base e altura, s6 que a base e altura estéo relacionadas para
que ela forme uma area maxima. Dai eu tirei pontos. Como o ponto P ele vai determinar a
altura e a base... Eu coloquei no grafico e a origem vai ser a base do triangulo ali. Eu usei esse
aqui como a origem, dai o ponto P ele vai ser a base e altura da casinha...

Professora: As coordenadas do ponto P vao ser a base e a altura...

E4 Al: Isso, €. Dai eu peguei trés pontos desses e uma funcdo do segundo grau, que eu ndo
consegui chegar porque primeiro eu fiz errado e depois ndo deu tempo de fazer. E isso, eu acho
que essa funcdo vai ser alguma coisa... a tangente dela vai ser determinada pela reta... essa
reta aqui. Isso vai ser alguma coisa relacionado ao ponto P que vai determinar a base e altura
para a area maxima.
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Figura 14 — Estratégia do E4_Al

Fonte: aluno E4_Al

Esse aluno fez uma converséo do registro geométrico para o algébrico.

Partindo para o E6, que é formado por um Unico aluno, temos apenas um registro
entregue por ele. Percebe-se que o problema foi resolvido utilizando semelhanca de triangulos,
funcdes e derivada. O Unico erro foi ter utilizado as medidas 27 e 13m para o terreno, ao invés
de 25 e 12,5m. O aluno optou por ndo apresentar e nem passar a resolucao para a folha A0. Pela
Figura 15 podemos verificar seus célculos.
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Figura 15 — Estratégia E6
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Fonte: aluno E6_A1

Mesmo que esteja parcialmente correta essa resolucdo, E6 ndo considerou o dominio
das funcbes e nem verificou se o ponto critico € maximo, minimo, ou ndo existe derivada.

Pela transcricdo do audio do grupo E3, percebe-se que em uma de suas estratégias foi
utilizado funcgdes, e inclusive encontraram uma funcéo a qual o grupo achava que deveria ser a
funcdo area. Todavia, além de usarem as restricbes algebricamente erradas, a funcdo que
encontraram é semelhante a funcdo altura (comprimento) da casa, e ndo a sua area. Porém, o
grupo ndo conseguindo distinguir corretamente o que a funcdo y encontrada estava definindo,
apos algumas discussdes perceberam que essa ndo € a funcédo area pois nao € possivel encontrar
seu valor maximo (Ver transcri¢ao a seguir).

E3_Al: 2y é igual a menos 27x mais 27 sobre 13. O 13 eu passo para la e aqui dividindo...
Entdo afuncidoy éiguala -27x/13 + 27.

E3_A2: Ta.

E3_Al: Lembra que a professora falou que...Espera... f de x... Entdo a gente tem uma funcéo
de primeiro grau, que é uma reta. Ela tem limite.

E3_A2: Nao, néo.

E3_Al: Umareta né, td em funcdo sé de x. E ax-+b.

E3_A2: Sim, eu s6 estou pensando.

E3_Al: Pensando que tenha um valor maximo aqui...
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E3_A2: Nao, essa fungdo ndo ta meio certa. Se ela é uma reta, ela € uma reta crescente ou
decrescente. Entdo o valor maximo que poderia obter seria infinito.

Outra estratégia desse grupo € usando semelhanca de triangulos, inclusive, percebe-se que
0 grupo opta pela semelhanca de tridngulos por ser um contetido previamente visto em sala,
mas de todo modo, ainda n&o conseguiram resolver o problema.

O grupo E7 utilizou uma estratégia baseada em conceitos de Trigonometria e Funcdes,
realizando a conversdo desses registros em diversos momentos. Pelo registro entregue pelo
grupo subentende-se que E7 divide o triangulo OMN em trés partes: OXN, OYM, BMN. A

Figura 16 ilustra o que o grupo objetivava fazer.

Figura 16 — llustracdo da estratégia de E7

N

Fonte: a autora

Feito isso, E7 iguala a area do triangulo OMN, a soma das areas dos triangulos OXN e
OYM, em fungdo de X e Y. Ao isolar a variavel Y, obtém-se a fungdo altura da casa
(desconsiderando que ha o erro em relacdo as restri¢cdes impostas pelo problema). Sendo assim,
tem-se que sendo X a base e Y a altura da casa, a area é obtida através do produto dessas
variaveis. A partir disso, E7 encontra a funcdo derivada e calcula o zero da funcéo derivada

para obter o valor de maximo do retdngulo OXPY (ou OXZY).

23 Utilizaremos a notacgdo X e Y se referindo a vértice e a0 mesmo tempo variaveis, ja que para que essa
estratégia esteja correta, X e Y precisam ser ponto médio do triangulo.
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Essa estratégia estaria correta se ndo fosse o erro em relacéo as restri¢des, porem, pelo
registro do E7 (Figura 17) percebe-se que o grupo pode ndo ter utilizado os conceitos
necessarios da Geometria Plana que garantem que as informagdes sdo verdadeiras. Ou seja,
primeiramente o grupo ndo poderia ter somado as areas dos triangulos OXN e OYM e igualado
a area total de OMN, sem considerar que X e Y sdo 0s pontos medios dos catetos desse
triangulo. Afinal, essa soma so € verdade, pois, sendo o ponto B como na Figura 16 o baricentro
do triangulo OMN, podemos garantir por definicdo de mediana e tridngulos equivalentes que a
area do quadrilatero OXBY ¢é congruente a do triangulo BMN.

Ainda descrevendo sobre E7, esse grupo optou por ndo representar sua estratégia na
folha AO e nem apresentar em plenaria. Mesmo que sua estratégia inicial era um tanto quanto
diferente das demais, percebe-se que ao encontrar uma funcdo quadratica o grupo utiliza o
conceito de derivada para obter o ponto de méaximo, assim como E6. Todavia, ndo foi
apresentado o dominio das funcbes, e nem averiguado se o ponto critico era um ponto de
méaximo, minimo ou onde ndo existe a derivada. Com isso, verifica-se que houve pouco

comprometimento do grupo em relacdo a formalizacdo matematica.



Figura 17 - Estratégia E7
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O Grupo E2 parte da ideia intuitiva que a &rea méxima da casa € obtida pelo ponto médio
do tridngulo descontando as restricbes. Comete 0 mesmo erro que alguns dos demais grupo em
relacdo ao uso das restricdes. O E2 utiliza 0 GeoGebra para verificar se a &rea maxima da casa,
sendo aproximadamente 78 mz2, tem como base a metade de 13m, e altura a metade de 27m.
Assim que percebem que ndo € exatamente a metade, considerando um triangulo de 13 por
27m, partem para a leitura do problema do volume e ndo voltam mais a resolver o problema da
area da casa.

A seguir serdo relatas as estratégias dos grupos em relacdo ao problema do volume da

caixa.
4.3.1.2 Resultados do Problema 2 — VVolume da caixa

Durante a entrevista pré-experimentacao com a professora regente da turma, foi relatado
por ela que no inicio do semestre, enquanto lecionava o conteddo de funces, foi proposto um
problema da caixa, semelhante ao Problema 2 (Quadro 7). O problema proposto pela professora
regente visava discutir com os alunos a expressao que representava o volume da caixa, 0
dominio dessa funcdo, esboco do gréfico utilizando um software matematico, e por fim,
analisando o grafico, sem realizar célculos, descrever qual o valor do lado do quadrado
recortado para que a caixa tenha volume maximo. Com as transcri¢des dos audios e resolucdes
entregues pelos alunos, foi possivel perceber que todos os grupos utilizaram esse conhecimento
prévio para resolver parte do problema. Alguns grupos conseguiram concluir a resolucdo
utilizando a primeira derivada. Outros encontraram apenas a funcdo volume. Vale ressaltar que
a professora regente ndo utilizou os conhecimentos de derivada para resolver o problema
proposto por ela no inicio do semestre. Utilizou apenas analise do ponto méximo do gréafico da
fungéo.

O Quadro 9 apresenta uma compilacéo das estratégias utilizadas pelos grupos.

Quadro 9 - Estratégias utilizadas pelos grupos da Graduagéo na resolucao do Problema 2 —
Volume maximo

Estratégias El E2 E3 E4 E5 E6 E7
P ———S—S—§—§—_—$—$—S—$—$—$—S—§—§—§—§$§—S——€—@—§@—S“——my
Funcéo volume X X X X X X X
Raizes da funcdo volume X X
Primeira derivada X X X X X

X

Ponto critico
Zero da primeira derivada X X X X X
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Segunda derivada X
Substituicdo do zero da funcéo N N
derivada na funcdo volume
Ferramentas do GeoGebra X
TProblema | Parciaimente | | | X | X | | X | X |
solucionado: | Completamente X X
Problema n&o solucionado X

Fonte: a autora

Vamos iniciar abordando os grupos E3 e E5, que ndo chegaram a realizar calculos com
derivada. Esses grupos ap6s encontrarem a funcao volume, igualaram a zero e calcularam as
raizes dessa funcdo. Feito isso, o grupo E5 ndo conseguiu dar continuidade a resolucao.
Enquanto que o E3, assim que percebeu que as raizes da funcdo volume ndo iriam ajudar a
encontrar o ponto de maximo, utilizou o GeoGebra para plotar o gréafico e encontrar o volume
maximo da caixa a partir da visualizacdo. Percebemos que ndo houve calculos de derivada.

Analisando o audio do grupo E1, verificamos que utilizou como conhecimento prévio o
problema proposto pela professora regente, e também comentou em ter resolvido um problema
semelhante na disciplina de Desenho Técnico. Porém, um dos membros do grupo citou em um
momento que iria procurar na internet a resolucédo do problema. O problema da caixa é comum
em livros de Calculo e lista de exercicios, sendo assim, a procura na internet pode ter
influenciado a resolucéo do grupo.

Dando continuidade a resolucéo, o grupo E1 discute sobre o ponto critico da funcdo o

que foi feito por poucos grupos, conforme transcricédo a seguir.

E1 _A4: Vamos ter que achar a funcéo do volume do negécio.

E1 A3: O que acontece com a primeira derivada? Ponto critico? Vai ser onde zera a
primeira derivada. Entdo o ponto de maximo vai ser o ponto critico.

E1_A4: D& uma funcéo certinha do segundo grau?

E1_A3: Da uma funcéo cubica.

E1 A4: Entdo, ja ndo pode falar isso, porque ponto critico é ponto de inflexdo, ponto de um
monte de coisa.

A troca de ideias auxilia no desenvolvimento da aprendizagem. Durante a transcrigéo
do audio percebemos no grupo E1 que isso ocorreu em varios momentos da atividade, assim

como na maioria dos outros grupos que tiveram o audio gravado. Abaixo esta um dos momentos

em que o trabalho em grupo desenvolve a aprendizagem:
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E1 A3: Como é que a gente faz para descobrir se é ponto de méximo ou de minimo?
E1 A5: Vé onde a derivada € zero e vai testando hipdtese. Mas vocé ja achou a funcéo?

Apbs encontrar a fungédo, o E1 utilizou 0 GeoGebra como verificador de respostas, para
calcular a primeira e segunda derivada e facilitar a conversdo do registro algébrico para o

grafico. Isso foi constatado durante a transcri¢do do dudio, como mostrado a seguir.

E1 A5: Acho que essa € a equacdo. Coloca no GeoGebra para ver como € que vai ficar.

[...]

E1 A4: N&o tem como colocar limitacédo para o x também? mudar o dominio da funcéo? [...]
O dominio seria x menor que 10,5.

E1 A2: Acho que ndo tem como.

E1 A4: Clica em propriedades. x menor que 10,5.

E1 A3: E maior que zero.

[...]

E1 A5: Escreve ali: derivada de f. Derivada de novo.

E1_A2: Escrevo derivada dentro da funcéo?

E1 A5: T4, ja que um volume néo pode ser negativo, coloca acima de zero.

E1_A3: Mas a segunda derivada pode ser negativa. E que a concavidade esta voltada para
baixo.

E1_A5: Ahé.

E1 A3: A segunda derivada vai estar na parte negativa.... Nao, ndo € esse ponto que a gente
quer. A gente quer o ponto da primeira derivada.

E1_A5: Entéo por que a gente fez a segunda derivada se a gente queria o ponto da primeira
derivada?

E1 A2: N&o sei.

O grupo até 0 momento da experimentacdo demonstra ainda ndo ter uma compreensao
do teste da segunda derivada. Embora saibam que a segunda derivada representa a concavidade
da funcdo, o grupo ndo transitou entre os registros algébrico e grafico, na qual é possivel
verificar que o ponto critico é ponto de maximo do grafico, pois a segunda derivada é negativa
no dominio da funcdo. Além disso, mesmo que o grupo tenha discutido sobre o ponto critico,
ndo deixou evidente a preocupagdo em utilizar a primeira derivada como teste para classifica-
lo. A Figura 18, mostra como o grupo utilizou o GeoGebra na resolucdo. A Figura 18 mostra a
funcéo volume (f), sua derivada (f’) e a segunda derivada (p), plotadas. Além disso, o0 E1 marca

0 ponto A onde a f’ é nula.
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Figura 18 — Estratégia E1 utilizando o GeoGebra
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Fonte: grupo E1

O aplicativo que apresenta essa estratégia de resolucdo utilizando o GeoGebra foi salvo
do computador em que o E1 utilizara.

Partindo para a analise do grupo E2, percebemos que os alunos também resolveram o
Problema 2 corretamente utilizando derivada. Mas diferente de E1, ndo utilizou o GeoGebra na
realizacdo dos Célculos, apenas para manusear dinamicamente o problema a partir do aplicativo
que lhes foi disponibilizado.

No inicio da resolucéo de E2, o grupo citou que lembrava de ter resolvido um problema
semelhante com a professora regente (conhecimento prévio) e discutiram os possiveis valores
do corte quadrado a ser realizado na fabricacéo da caixa. Porém, durante a transcri¢do do audio
é possivel perceber que o grupo discute esses valores, mas sem citar a palavra dominio.
Inclusive, o dominio da funcdo volume néo € apresentado nem na folha AO de apresentacao, e
nem nos registros das estratégias entregue para a professora. A transcricdo a seguir apresenta

uma parte da conversa.
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E2_A3: Ta a gente sabe que vai ter um ponto daqui que ela ndo vai mais ser uma caixa.
E2_A2: E na metade.

E2_A3: Ta. Qual a medida que a gente t& usando?

E2_A4:29.8¢e21l.

E2-Al: Dobrar no meio ndo d&. Mas até perto do meio a gente pode.

Também foi possivel constatar que o grupo E2 procurou resolugdes e/ou contetido de
Otimizacdo na internet, e além disso, alguns membros do grupo se disseram ser repetentes na
disciplina de CDI-I, o que pode influenciar nos dados.

Partindo para o grupo E4, percebemos que o grupo entrega a resolucdo parcial do
problema, até o célculo da primeira derivada ser nula. A resolucéo esta incompleta na folha A0
também, porém, durante a plenaria o grupo alegou que fez semelhante ao grupo E2, usando
derivada, mas ndo conseguiram concluir devido ao tempo.

O EG6 utilizou o procedimento de derivada para resolver o problema, porém, com o valor
do comprimento sendo 15 ao invés de aproximadamente 21cm. Isso pode ter ocorrido ao tentar
utilizar um problema semelhante como base. O grupo E7 também utilizou as medidas 15 x
30cm, como EB6, e utilizou como estratégia de resolucéo a derivada. Mesmo ndo tendo concluido
a resolucdo, na folha entregue para a professora € possivel constatar que houve um erro
algébrico logo no inicio dos célculos, e com certeza influenciaria na resposta final do grupo.
Como ja mencionado, os dois grupos E6 e E7 optaram por ndo apresentar em plenaria suas
estratégias.

Dando continuidade as etapas da metodologia, a seguir serdo relatados os resultados

obtidos nas etapas de plenaria, busca pelo consenso e formalizacéo.
4.3.2 Plenéria, busca pelo consenso e formalizacdo - Graduacao

Parte da plenaria ocorreu no primeiro dia de experimentacéo, e o restante no segundo
dia. Os dados que serdo apresentados foram obtidos a partir da gravagdo da plenaria, e também,
pela gravacdo do &udio de alguns grupos em que os tablets continuaram gravando por alguns
minutos quando foi dado inicio a plenéria.

O grupo E3 optou por iniciar a apresentagdo das estratégias. Partiram do Problema 1.
Iniciaram comentando como utilizaram algebricamente as restricbes impostas pelo problema.
Como ja relatado nos resultados do Problema 1, o E3, assim como outros grupos, apenas
subtraiu um metro das laterais obtendo um novo triangulo com medidas 13m de base e 27m de
altura. A professora deixa o grupo concluir sua apresentacdo sobre o Problema 1, e pergunta

aos demais grupos se mais alguém fez semelhante ao grupo. Apenas um grupo responde que
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ndo. Alguns ndo se manifestaram. A professora, utilizando o GeoGebra, move o ponto P até
seu minimo em MN e depois até seu maximo, possibilitando que a turma perceba que ndo basta
subtrair um metro. A professora questiona a turma por que nao é suficiente apenas fazer isso.
Um membro do grupo E4 responde que € “porque tem que fazer Pitagoras naqueles
triangulozinhos ali”. Um dos membros do E2 fala para seu proprio grupo “Por isso que ndo
estava dando certo”. A professora-pesquisadora da continuidade a essa breve explicagdo, sem
realizar calculos, visto que isso seria feito na formalizacao.

Ap0s isso, 0 E3 comenta suas estratégias referente ao Problema 2. O grupo apresenta
como obteve a funcdo volume e afirma que encontrou o ponto maximo plotando a fungéo no
GeoGebra. A professora questiona como eles poderiam tentar encontrar o0 ponto maximo sem
observa-lo no GeoGebra. Um dos membros do grupo diz que poderiam utilizar as equacdes da
abscissa e ordenada do vértice. A professora retorna a pergunta se isso seria possivel, ja que
temos uma funcdo cubica. O mesmo membro do E3 responde que bastaria colocar um x em
evidéncia, obtendo o produto entre x e uma funcdo quadratica. A partir disso, poderiamos
utilizar as equacdes do vértice. A professora pede que pense melhor se é possivel encontrar
dessa forma e afirma que seria possivel se fosse para encontrar as raizes. A partir disso, a
professora questiona se o grupo saberia alguma forma de encontrar o méximo do volume usando
0 Célculo. O grupo parece ndo saber. A professora retoma o contetudo das ultimas aulas em
que foi realizada a andlise de graficos. Inclusive, enquanto a professora retomava alguns
conceitos vistos nas Ultimas aulas antes da experimentacdo, um dos membros de E4, diz “Foi
isso que a gente fez entdo...”. A professora comeca a fazer perguntas aos grupos: O que é a
derivada? O que acontece com a derivada quando temos um ponto de maximo ou minimo?
Alguns alunos respondem que € a inclinacao da reta tangente, e no ponto maximo ela vale zero.
A professora conclui falando que essa seria uma estratégia utilizando os conhecimentos do
Calculo, além do Ensino Médio.

A seguir, o grupo E2 inicia sua apresentacdo partindo do Problema 2. E2 mostra que
apos encontrarem a funcdo volume, derivam e encontram as duas raizes da funcdo derivada.
Utilizando apenas uma das raizes, calculam as medidas da caixa e 0 volume maximo. Apds
concluirem a professora mostra que uma das raizes nao foi utilizada pois ndo fazia parte do
dominio da funcdo volume. A professora entende que o grupo sabe o porqué ndo utilizou a
segunda raiz, porém, ela formaliza o dominio matematicamente pois isso ficou incompleto na
apresentacdo. A professora continua a plenaria mostrando aos grupos que o valor encontrado
como raiz da primeira derivada ndo pode ser usado imediatamente como ponto de maximo,

pois, ele é um ponto critico, ou seja, é candidato a maximo ou minimo, ou ainda, ponto em que
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a derivada néo existe. A partir disso, a professora questiona a turma como verificamos se 0
ponto critico realmente é um ponto de méximo. O E3 responde que devemos analisar o sinal da
primeira derivada, e assim, saber onde a funcgéo cresce ou decresce. A professora aproveita a
discusséo e retoma apenas verbalmente o teste da primeira derivada.

O grupo continua com a apresentacdo do Problema 1, e afirma, mesmo ndo tendo
conseguido resolver, que percebeu que a &rea maxima era obtida no ponto médio. A professora
conclui que essa estratégia estaria correta.

O E4 quando iniciou a apresentacdo disse que alguns membros do grupo pensaram
diferente um do outro, como ja relatado nos resultados do Problema 1. Na apresentacdo do
Problema 2 o grupo afirmou que tentou usar uma estratégia semelhante ao E2.

Alguns grupos optaram por ndo apresentar, e 0s demais grupos que apresentaram, foram
semelhantes as demais estratégias.

Concluida a plenaria foi realizada a formalizacdo do contetdo, paralelamente a
resolugdo dos problemas. Mesmo a professora questionando em varios momentos a turma sobre
o0 que fazer, como fazer e se foi compreendido, ndo houve muita participacdo dos alunos durante
a formalizacdo do contetudo, um comportamento diferente do que ocorreu em plenaria.

A professora iniciou resolvendo o Problema 1 encontrando a fungdo area e definindo
seu dominio, recorrendo ao aplicativo?* do GeoGebra quando necessario, com o objetivo de
facilitar a partir da visualizacdo o que era dito. Definida a funcédo area, a professora comenta
que uma possivel maneira de calcular o maximo da funcéo seria utilizando os conhecimentos
do Ensino Médio sobre Vértice de Parabola. Feito isso, a professora calcula e define ponto
critico, usando agora os conhecimentos do Célculo. Em seguida utiliza e formaliza o teste da
primeira derivada, deixando claro que também seria possivel utilizarmos o teste da segunda
derivada. Para formalizar o teste da primeira derivada a professora utiliza o power point

disponibilizado pela professora regente, como mostra a Figura 19.

24 Link do aplicativo: https://ggbm.at/QpB7Z5wg
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Figura 19 — Teste da primeira derivada apresentado utilizando a ferramenta power point.
Teste da primeira derivada

Seja ¥ = f () uma funcdo continua num intervalo techado [a, b] que possui derivada em
todo o ponto do intervalo (a, b), exceto possivelmente num ponto c.

i. Se f'(x) > 0 para todo x < c e f'(x) < 0 para todo = > ¢, entdo f tem maximo
relativo em ¢;

ii. Se f'(z) < 0 para todo = < ce f'(x) > 0 para todo & > ¢, entao f tem minimo
relativo em ¢;

iii. Se f'(x) = 0 para todo & < ce f'(x) > 0 para todo x >> ¢, entdo f nao tem ponto
nem de maximo nem de minimo relativo em ¢;

iv. Se f'(z) < 0 para todo xz < ce f'(z) < 0 para todo = > ¢, entao f nao tem ponto
nem de maximo nem de minimo relativo em ¢;

Teorema de Weilerstrass: Se f é uma funcao continua. definida em um
intervalo fechado [a,b]. Entdo f assume seu méximo e minimo absoluto em [a, b].

Fonte: material disponibilizado pela professora regente da turma

Dando continuidade a formalizacdo do teste, a professora aplica o teste no problema
utilizando o aplicativo do GeoGebra que apresenta a funcao area (Figura 20), para que o aluno

relacionasse o grafico com a parte algébrica representada no quadro branco.

Figura 20 — llustracdo da anélise do teste da primeira derivada na funcédo area da casa do
Problema 1 (sem restringir o dominio)

Max = (7.25, 78.13)

Fonte: a autora
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Com isso, € calculado a &rea méxima e as medidas da casa.

A professora parte para o Problema 2. Encontra a funcdo volume e para definir o
dominio da funcéo, realiza cortes quadrados nos quatro cantos de uma folha sulfite até que os
proprios alunos percebam que ndo é possivel realizar cortes para valores maiores do que a
metade do menor lado da folha. Além disso, utiliza o aplicativo®® do GeoGebra para apresentar
dinamicamente. A partir disso, a professora escreve matematicamente o dominio e encontra o
ponto critico. Feito isso, a professora formaliza o teste da segunda derivada utilizando o power

point, conforme Figura 21.

Figura 21 - Teste da segunda derivada apresentado utilizando a ferramenta power point
Teste da segunda derivada

Sejam f uma funcao derivdvel num intervalo aberto (a.b) e ¢ um ponto critico de f
neste intervalo tal que f’ (¢) = 0. para ¢ € (a.b). Se f admite a derivada f” em (a.b) e se

i. f”(c) < 0. entdao f tem um valor maximo relativo em c:

ii. f”(¢) > 0. entao f tem um valor minimo relativo em c:

Fonte: material disponibilizado pela professora regente da turma

Com isso, utiliza o GeoGebra para averiguar a concavidade e o valor da segunda
derivada no ponto critico, confrontando a definicdo do teste com sua experimentacdo no

problema (Figura 22). E paralelo a isso, faz os célculos necessarios no quadro branco.

Figura 22 — llustracdo da analise do teste da segunda derivada na funcdo volume do Problema
2 (sem restringir o dominio)
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Fonte: a autora

% Link do aplicativo: https://ggbm.at/zyJwdBkT
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Por fim, encontra as medidas da caixa e o0 seu volume méximo.

Um dos membros do E5 questiona como seria utilizado o teste da segunda derivada no
Problema 1, visto que a segunda derivada é uma constante, e ndo uma funcdo polinomial. A
professora retoma o Problema 1, aplicando o teste da segunda derivada. O resultado da segunda
derivada é uma constante negativa, o que nao permite que seja substituido o ponto critico. A
professora I& novamente a definicdo do teste da segunda derivada, de modo que os alunos
percebam que apesar de ndo ser possivel substituir o ponto critico, o teste garante pela
negatividade da segunda derivada que o ponto € maximo. Além disso, aproveita para resgatar
conceitos do Ensino Médio em relagdo a concavidade da funcdo. A professora exemplifica
utilizando uma funcdo do segundo grau com o coeficiente do maior grau sendo positivo. A
turma sabendo que a concavidade da funcdo €é para cima e que assim tem um ponto de minimo,
a professora faz um gancho com a definicao do teste da segunda derivada e garante que é dessa
forma que podemos afirmar aos alunos do Ensino Médio que a concavidade da fungdo esta
relacionada ao sinal do coeficiente.

Feita a formalizacdo, a professora entrega aos alunos uma lista contendo outros
problemas de Otimizacdo. Lé alguns dos problemas com a turma, enfatizando que o uso do
GeoGebra pode ser fundamental na resolugéo de alguns problemas.

N&o foi realizada a formalizagdo do problema 1 utilizando a estratégia de ponto médio
feita por alguns grupos devido ao limite de aulas concedidas a professora para realizagéo da
atividade.

A avaliacdo foi realizada durante a experimentacdo, enquanto eram analisadas as
discussdes dos grupos e a discussdo em plenaria. Além disso, a transcri¢do dos audios além de
servir como base de dados para a dissertacdo, € um meio possivel e interessante de avaliacdo,
afinal, a partir deles foi possivel verificar discussdes importantes entre os alunos, que nao foram

percebidas através das anotagoes.
4.3.3 ConsideracOes sobre o0s resultados - Graduacgéo

As consideracdes dos problemas serdo apresentadas conjuntamente, e caso haja a
necessidade de explorar analises particulares, o problema em questéo sera citado.

Os grupos trabalharam de modo colaborativo (ALLEVATO; ONUCHIC, 2014), exceto
0 E4 que devido a discrepancia entre as ideias de estratégias optaram por resolver, em alguns
momentos, individualmente.

No Problema 1 os grupos pouco se preocuparam com formalidades matematicas, como,

dominio, anélise de ponto critico, comportamento da funcéo, etc. J& no Problema 2, no qual a
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maioria tomou como base e conhecimento prévio o problema semelhante resolvido pela
professora regente, abordaram melhor as formalidades matematicas.

Conceitos de Geometria estavam bastante presentes nas estratégias de resolucédo do
Problema 1 de quase todos os grupos, como calculo de area, ponto medio, Teorema de
Pitagoras, etc. Deve-se isso a forte visualizacdo presente na Geometria. Esse contetdo
matematico € um dos que mais trabalha a visualizacdo, e ndo fica apenas no abstrato. Embora
0 objetivo do problema proposto nédo seja trabalhar a Geometria, o fato dos alunos abordarem
esse conteudo como estratégia € visto como positivo, ja que desta forma, possibilita que 0s
futuros professores percebam que um problema pode comportar varias estratégias de resolucéo,
e ndo apenas aquela de seu interesse.

Além de Geometria, 0s grupos abordaram conceitos de Funcgdes, porém, usando esta
estratégia os alunos demonstraram maior dificuldade. O conteddo de fungdes é um tanto
abstrato, e dificulta a conversdo entre as representacfes semioticas, ainda mais quando se busca
sair do registro gréafico para o algébrico (DUVAL, 2009).

O grupo E3 mostrou dificuldade em verificar as dependéncias funcionais presentes no
problema. Suas estratégias abordavam ideias e conceitos necessarios para a resolucdo, mas o
grupo teve fragilidade em relacionar suas ideias com as condi¢cdes dos problemas (ALMEIDA,
VISEU, 2002), principalmente o Problema 1.

Apenas o E3 afirma que seria possivel utilizar os conceitos de Vértice de Pardbola
utilizados no Ensino Médio para resolver o Problema 1, isso ocorre durante a plenaria. Em
nenhuma das gravac0es, ou observacdes feitas em sala, percebeu-se 0s grupos citando conceitos
vistos especialmente no Ensino Médio. Assim como SBEM (2013) afirma, os (futuros)
professores precisam fazer e conhecer essa relacdo entre sua formacdo e sua atuacdo
profissional. Durante a formalizacéo, a professora citou isso durante a sua explicacéo citando
0s conceitos da Otimizacdo de Fungdes visto no Célculo, que dao fundamento para o Ensino
Médio, como por exemplo, a questdo de concavidade relacionada ao teste da segunda derivada
e a formula da abscissa do vértice demonstrada a partir do teste da primeira derivada.

A experimentacdo possibilitou perceber algumas fragilidades (AZEVEDO, 2014). Os
erros cometidos estavam principalmente relacionados ao conceito de fungdo, como por
exemplo, a proporcionalidade presente no Problema 1.

O GeoGebra foi bastante utilizado pelos grupos. Durante a observacao foi verificado
que os grupos manipularam diversas vezes os aplicativos disponibilizados. Alguns grupos
usaram o0 GeoGebra para visualizar graficos, plotar fungdes, realizar célculos e analisar

parametros de funcdes. Além disso, pelos dudios transcritos e observagdes em sala, percebe-se
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que o GeoGebra auxiliou os alunos a relacionarem as condic¢Ges impostas pelo problema com
a resolucéo, verificar respostas e conectar conhecimentos. Essas vantagens observadas na
experimentacao vao ao encontro do que é abordado em nossos referenciais (RICHIT, 2016;
NUMER; JUSTO, 2015; ONUCHIC; ALLEVATO, 2012; SILVA, 2010; DIKOVIC, 2009;
ARAUJO; NOBRIGA, 2008).

A recorréncia ao software GeoGebra ocorreu principalmente para verificar os resultados
das estratégias utilizadas e facilitar os calculos manuais de derivada e raizes.

Allevato e Onuchic (2014) e Polya (1995) aconselham que o aluno busque
conhecimentos prévios, problemas ja resolvidos anteriormente que sejam semelhantes ao
problema em quest&o. Nos dois problemas aplicados, principalmente no Problema 2, os grupos
buscaram utilizar essa técnica, que demonstrou favorecer a resolucdo do problema. O fato da
professora regente ter resolvido um problema semelhante ao da caixa com a turma no inicio do
contetdo de FuncGes, possibilitou que os grupos percebessem na atual etapa da disciplina que
eles passam a ter bagagem para encontrar o0 maximo local de uma funcéo clbica através de
calculos, e ndo apenas por analise grafica de funcoes.

A plenaria possibilitou avaliar os alunos e fazé-los discutir sobre alguns conceitos
presentes na Otimizacdo de Fungdes. Houve pouca interferéncia da professora com os grupos
durante a resolucdo dos problemas, isso pois, se percebeu um pouco de timidez e recusa quando
a professora buscava saber se havia alguma davida. Sendo assim, durante a plenéria a professora
realizou mais perguntas para poder compreender melhor as estratégias dos alunos, os erros as
vezes cometidos e possiveis dividas ndo respondidas. A professora buscou no momento da
plenéria induzir conceitos do Célculo necessarios para a resolugdo, o que pareceu facilitar a
compreensdo dos alunos para a formalizagéo.

A formalizacdo realizada com auxilio do GeoGebra, possibilitou que os conceitos sobre
0s testes da primeira e segunda derivada fossem visualizados. O uso de mais de uma
representacdo semiotica, favoreceu a aprendizagem do aluno, ja que segundo Duval (2009), o
individuo so aprende quando transita em pelo menos duas representacées do objeto.

Por fim, constatamos que a inter-relacdo de conceitos do Ensino Médio com o Superior
foi oportunizado durante a formalizacdo e plendria com as questdes e citacBes feitas pela
professora. Segundo Onuchic e Morais (2013) é importante que sejam aplicados problemas no
Ensino Superior que possibilitem os (futuros) professores inter-relacionar os conceitos, e além

disso, ter o conhecimento de uma nova metodologia de ensino.
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5 PRODUTO EDUCACIONAL

Para contribuir com o ensino e aprendizagem de Otimizacao de FuncGes desenvolvemos

um Caderno Didatico utilizando a ferramenta GeoGebraBook, intitulado: Maximos e Minimos:

situacBes-problema com recursos dindmicos. A Figura 23 ilustra a tela inicial do produto.

Algumas caracteristicas desse nosso Produto Educacional foram inspiradas no Produto

Educacional produzido por Lemke (2017), tais como a forma de apresentacdo, os icones, bem

com a organizacéo do respectivo produto.

Figura 23 — Tela inicial do Caderno Didatico

= GeoGebra
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1. Apresentagio

2. Metodclogia de Ensino

3. Exploragdo geomeétrica sobre Maximos e M

4. Situagdes-problema de Otimizagido

5. Algumas consideragdes e perspectivas

6. Manuais e Links

7. Deixe sua opinido

8. Referéncias

<

Maximos e Minimos: situacdes-problema com recursos dinamicos

Autor: Dienifer Tainara Cardoso

Este trabalho & um Produto Educacional desenvolvido por Dienifer Tainara Cardoso, sob orientacdo de Ivanete Zuchi Siple e
coorientagde de Elisandra Bar de Figueiredo, no Mestrado em Ensine de Ciéncias, Matematica e Tecnologias, da Universidade do
Estado de Santa Catarina. Aqui vocé pode encontrar alguns problemas de Maximos e Minimos de Fung@es Polinamiais, Racionais e
Trigonométricas possiveis de serem aplicados no Ensino Basico e/ou Superior. Os problemas propostos sdo mediados pelas
potencialidades do software GeoGebra. Este material esta relacionado a dissertagdo: "Resolugio de Problemas e o Software
GeoGebra no ensino e aprendizagem de Otimizacdo de Fungbes”.

MAXIMOS E MINIMOS: SITUAGOES- <
PROBLEMAS DINAMICOS

N # Fungdes

Caderno Didstico

Tecnologia _Otimizacio

—

WiV
de

Lista de contetdos

1. Apresentacao

1.1 Apresentacdo

Fonte: a autora

Parte deste produto foi experimentado conforme detalhado no Capitulo 4. Apos essas
experimentacdes, alteracdes foram realizadas como melhorias ao caderno. Focaremos aqui em
apresentar as sequéncias didaticas que foram experimentadas, e apresentar brevemente o
restante do caderno. A descri¢do do Produto Educacional completa pode ser consultada no
documento que acompanha essa dissertacdo denominado “Méximos e Minimos: situagdes-
problema com recursos dinamicos”?.

Capitulo 1: “Apresentacdo”. Aborda uma sucinta apresentacao do caderno, informagdes
sobre as autoras e descricao desse Produto Educacional disponivel em pdf. Além disso, temos

a explicagdo dos icones que serdo utilizados ao longo do caderno.

26 O documento pode ser encontrado na pagina do Portal eduCapes pelo link https://educapes.capes.gov.br/
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Capitulo 2: “Metodologia de Ensino”. A metodologia que foi utilizada como foco nesse
caderno foi a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliagdo atraves da resolucdo de
problemas. Sendo assim, utilizamos esse capitulo para tratar de uma concisa apresentacao sobre
essa metodologia.

Capitulo 3: “Exploragdo geométrica sobre Maximos e Minimos”. Desenvolvemos
aplicativos que podem ser apresentados no Ensino Médio e outros no Ensino Superior
utilizando os principais conceitos envolvidos na caracterizacdo de Maximos e Minimos de
Funcdes. No total foram desenvolvidos 9 (nove) aplicativos.

Capitulo 4: “Situa¢des-problema de otimizagdo”. Nesse capitulo sdo apresentadas todas
as situacOes-problema criadas ou adaptadas para serem resolvidas utilizando a metodologia de
ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucéo de problemas mediada pela tecnologia. No
total sdo 11 (onze) situacBes e 17 (quinze) aplicativos desenvolvidos para esse capitulo. A tela

inicial esta ilustrada pela Figura 24.

Figura 24 — Tela inicial do Capitulo 4
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4.5 Area maxima do cercado de uma hort
4.5 Area méxima do... 4.6 Problema da cal... 4.6.1 Capacidade m.. 4.6.2 Capacidade m..

4.6 Problema da calha

4.6.1 Capacidade maxima da calha retang

Fonte: a autora

As atividades que foram experimentadas compdem os itens 4.1 e 4.2.
Na tela do item 4.1 sdo apresentados 0 objetivo, publico-alvo e a situagdo-problema,

conforme apresentado abaixo:

Publico alvo: Ensino Médio ou Superior.
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Objetivo: Abordar um problema de otimizagdo envolvendo a aplicacdo de uma funcéo
quadrética utilizando a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacéo através da resolucédo de
problemas mediada pelo software GeoGebra.

Situacédo-problema:

José ganhou como heranca um terreno triangular, conforme aplicativo
'Area da casa' abaixo, e deseja construir uma casa retangular com a
maior area possivel. Entretanto, ele precisa respeitar algumas restrigdes
impostas pelo Plano Diretor de sua cidade para a construcdo. Algumas
das restri¢des sdo que o canto indicado pelo ponto P fique sobre a lateral
MN do terreno e seja um dos cantos da casa, e que as laterais da casa,
paralelas aos lados OM e ON do terreno, devem ficar a 1m de distancia
desses lados. Ajude José encontrar as medidas da casa, que devera
construir, para que a area dela seja maxima.

Aplicativo: O Aplicativo ‘Area da casa’ foi criado de modo que ajudasse na

compreensdo do problema e a criar conjeturas. A Figura 25 ilustra esse aplicativo.

Figura 25 — Aplicativo ‘Area da casa’ referente ao Problema Area da casa

N Mova o ponto Pem MN O comprimento da base (b) da casa é igual a 7.81m

bh=7.81m
A area da casa (AC) € igual a 73.29m?

A~ =b’h=7181"9.39 =73.29m*

28m

Fonte: a autora

Perguntas:

= A 4rea da casa esta variando? (Analise o aplicativo 'Area da casa’)

= Existe alguma dependéncia entre as medidas da casa?

= O que esta limitando a medida altura da casa?

» Existe uma fungdo que representa a medida ‘base’ da casa? E alguma que represente a
‘altura’? Quais? (ndo esqueca de considerar as restri¢des).

= E possivel descrever uma funcio que represente a area da casa? Se sim, qual?

= Qual o valor da &rea méxima da casa nessa situacdo? (Realize os célculos e verifique
no aplicativo).
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As perguntas acima sdo apresentadas na pagina on-line e podem ser respondidas
utilizando a propria plataforma. Para isso havera um campo escrito ‘Digite aqui sua resposta’
abaixo de cada questdo. Nas questdes com apenas uma resposta correta, o usuario pode verificar
a resposta clicando em ‘Verifique sua resposta’. Em todas as demais perguntas que serao
apresentadas nesse capitulo, utilizamos essa ferramenta disponibilizada pelo GeoGebraBook.

Ap0s isso, estdo disponibilizados em PDF a situacdo-problema (Apéndice L), o material
para o professor (Apéndice M) sobre algumas considerac6es da atividade e a situacao-problema
generalizada (Apéndice N). Ainda, sdo apresentados os trés links para baixar os aplicativos que
podem ser Uteis na resolugdo do problema. Na tela os links aparecerem como ilustra a Figura
26.

Figura 26 — Links para baixar os aplicativos presentes no item 4.1

=

Atividade 01 - primeiro momento
Atividade 01 - segundo momento

Atividade 01 - refutacdes

Fonte: a autora

A outra situacdo-problema experimentada, ‘4.2 Volume maximo da caixa’, também

inicia apresentando publico-alvo, objetivo e entdo a situacdo-problema:

Pablico alvo: Ensino Médio ou Superior.

Objetivo: Abordar um problema de otimizacgdo envolvendo a aplicacdo de uma funcéo
cubica utilizando a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucdo de
problemas mediada pelo software GeoGebra.

Situacgdo-problema:

Dada uma folha retangular, construa uma caixa, sem tampa, cujo
volume seja maximo. Construa essa caixa, usando as dimensdes da
folha retangular dada, apds serem cortados quadrados dos cantos dessa
folha, conforme apresenta o aplicativo "Volume da caixa'.

Sendo assim, quais devem ser as dimensfes da caixa para que 0 Seu
volume seja o0 maior possivel? Qual o valor desse volume?

Aplicativo: O Aplicativo ‘Volume da caixa’ foi criado de modo que ajudasse na

compreensdo do problema e a criar conjeturas. A Figura 27 ilustra esse aplicativo.
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Figura 27 — Aplicativo ‘Volume da caixa’ referente ao Problema do Voluma da caixa

Digite a largura da folha em cm: 15 h h h h h
Digite o comprimento da folha em cm: 30
s
corte =4.13
o h=4.13cm
A, = 146.53 cm?
o
V =605.16 cm?®
30 Base A altura da caixa (h) equivale a medida do corte:
h=4.13cm
Area da base da caixa (A,)
A, =(30-2'4.13)"(15 - 2°4.13) = 146.53 cm®
i Volume da caixa (V) & obtido pelo produto entre
- 15 a area da base da caixa e sua altura:
V=A"h=146.53"4.13 = 605.16 cm®

Fonte: adaptado de Dantas (2015)

Perguntas:

= Se o tamanho do corte fosse 5 cm, qual seria a area da base da caixa? E o volume dessa
caixa? E se fosse 2 cm? (Analise no aplicativo 'Volume da casa'’). Quais os célculos
realizados para verificar esses valores?

= Existe alguma dependéncia entre a medida do lado do quadrado (corte) e as medidas da
caixa? (Analise pelo aplicativo "Volume da casa’)

= Que fungdo descreve a &rea da base da caixa? E a funcéo volume?

= Qual o volume maximo?

Ap0s isso, estdo disponibilizados em PDF a situacdo-problema (Apéndice O), o material
para o professor (Apéndice P) que descreve algumas consideracdes sobre a situacdo, e a
situacdo-problema generalizada (Apéndice Q).

Além disso, estdo disponiveis os links para baixar os aplicativos citados no Apéndice P.

Na tela os links aparecerem como ilustra a Figura 28.

Figura 28 - Links para baixar os aplicativos presentes no item 4.2
@

Atividade 02 - primeiro momento

Atividade 02 - segundo momento

Fonte: a autora

Nos demais itens desse capitulo estdo apresentados todas as outras sequéncias didaticas.
Capitulo 5: “Algumas consideragdes e perspectivas”. S80 apresentadas algumas

consideracdes e perspectivas sobre o Caderno Didatico.
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Capitulo 6: “Manuais e Links”. Esse capitulo € dividido em dois itens: 6.1 Manuais do
Produto/GeoGebra e 6.2 Links do Caderno Didatico. O 6.1 apresenta um PDF com as principais
ferramentas e comandos necessarios para manusear o Produto Educacional no GeoGebraBook,
e outros materiais que servem como manual. O 6.2 apresenta o link de todos os aplicativos
apresentados ao longo do Produto Educacional.

Capitulo 7: “Deixe sua opinido”. Esse capitulo serve para que 0S Usuarios possam deixar
suas opinides que poderdo servir como melhorias ao Caderno Didatico. Essa ideia de o usuario
poder registrar sua opinido, foi adaptada de Lemke (2017).

Capitulo 8: “Referéncias”. Por fim, sdo apresentadas as referéncias utilizadas no
Caderno Didatico.

De maneira sucinta esse é o produto desenvolvido para compor essa dissertacdo. Os

aplicativos desenvolvidos estdo listados no Quadro 10 e também apresentados no capitulo 6.

Quadro 10 — Apresentacgéo dos links dos aplicativos desenvolvidos

Nome Disponivel em:
Reta Tangente a Curva https://ggbm.at/ AQHZEWpe
Analisando o coeficiente angular da reta tangente https://ggbm.at/gSdmff6D
Analisando o grafico da funcdo derivada https://ggbm.at/ajnmAxXWR
En,5|_n0 Médio: Derivada e ponto de Maximo ou https://ogbm.at/axCICVVK
Minimo
Teorema de Bolzano: encontrando raizes reais https://qgbm.at/XtbtZ2as

Teste da Primeira Derivada - Maximos e Minimos https://ggbm.at/zkEUJGVZ

Simulacdes com o Teste da Primeira Derivada https://ggbm.at/\VeEWFWM4
Test,e pla Segunda Derivada - Concavidade - M&ximo hitps://qabm.at/veZTcyeM
e Minimos

SimulacBes com Teste da Segunda Derivada https://ggbm.at/ XKKwp495
Area maxima da casa https://ggbm.at/BSeh8kqS
Area maxima da casa - resolugéo https://ggbm.at/ESWSPnrb
Area maxima da casa - refutacdes https://ggbm.at/kshPWRaZ
Volume maximo da caixa https://ggbm.at/tn7rmsqu
Volume maximo da caixa - resolucéo https://ggbm.at/gTZBH6hV
Area de figuras usando barbante https://ggbm.at/fKQfaZuk
Area de figuras usando barbante - resolug&o https://ggbm.at/DcpzI XEw

Capacidade maxima da calha - secdo retangular https://ggbm.at/hPT5szHP



https://ggbm.at/A9HZEWpe
https://ggbm.at/gSdmff6D
https://ggbm.at/ajnmAxWR
https://ggbm.at/gxCJCVvk
https://ggbm.at/XtbtZ2as
https://ggbm.at/zkEUJGvZ
https://ggbm.at/VeEWFWM4
https://ggbm.at/veZTcyeM
https://ggbm.at/XKKwp495
https://ggbm.at/BSeh8kqS
https://ggbm.at/EsWSPnrb
https://ggbm.at/kshPWRaZ
https://ggbm.at/tn7rmsgu
https://ggbm.at/gTZBH6hV
https://ggbm.at/fKQfaZuE
https://ggbm.at/DcpzJXEw
https://ggbm.at/hPT5szHP
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Capaucjade méaxima da calha -sec¢éo retangular - https://qabm.at/tifD4IPU
resolucédo

Capacidade maxima da calha - secdo triangular https://ggbm.at/QP2barJF
Capaucjade méaxima da calha - secdo triangular - hitps://qabm.at/MOCO26sR
resolucédo

Capacidade maxima da calha - se¢do trapezoidal https://ggbm.at/Xg6UwA|f
Capaucjade méaxima da calha - secdo trapezoidal - hitps://qgbm.at/amZiMwwD
resolucédo

Capacidade maxima da calha - se¢do semicircular https://ggbm.at/rszbmzjc
Capacidade méaxima da calha — se¢do semicircular — ,

resolucio https://ggbm.at/shfakpay
gfgjlc;?ade méaxima da calha - secdo retangulo- https://qabm.at/Y Kscxk6E
Capacidade méxima da calha - secéo retangulo- ,

circular - resolucio https://ggbm.at/N8fKHXrm

Fonte: a autora


https://ggbm.at/tjfD4JPU
https://ggbm.at/QP2barJF
https://ggbm.at/MQcQ26sR
https://ggbm.at/Xg6UwAjf
https://ggbm.at/amZjMwwD
https://ggbm.at/rszbmzjc
https://ggbm.at/shfakpay
https://ggbm.at/YKscxk6E
https://ggbm.at/N8fKHXrm
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6 CONSIDERACOES

A resolucéo de problemas e a tecnologia, mesmo que quando néo trabalhadas juntas,
vem ganhando destaque em pesquisas no ensino e aprendizagem de conteldos matematicos.
Com esse trabalho percebemos que quando conciliadas podem fortalecer o ensino e a
aprendizagem de Méaximos e Minimos de Func@es, visto que priorizam o uso dinamico de
alguns conceitos enquanto ampliam as estratégias de resolucdo. Nas experimentacdes realizadas
0s grupos utilizavam o(s) aplicativo(s) desenvolvido(s) em quase todos os momentos. O
aplicativo parece ter dado maior seguranca aos grupos, como um guia de suas estratégias,
verificador de respostas e facilitador na compreensdo do problema.

Trabalhamos a tecnologia na resolucdo de problemas como um meio do professor
proporcionar a aprendizagem de determinado contetdo, de modo que instigue o aluno a buscar
compreendé-lo através de uma situacdo-problema. E entdo, paralelo a isso, possibilitar que o
aluno, durante a resolucdo, crie conjecturas, investigue hipdteses, visualize conceitos e analise
comportamento de funcdes, para que com isso desenvolva um conhecimento intuitivo sobre
determinados conceitos.

Nosso Caderno Didatico, criado como um Produto Educacional, foi desenvolvido para
professores e alunos de CDI e/ou do Ensino Médio. Além de poder contribuir com o ensino e
aprendizagem de Méaximos e Minimos desses niveis, buscamos de alguma maneira evidenciar
a relacéo entre esses dois mundos de ensino, que para muitos sdo distintos, enquanto que na
verdade se completam e se relacionam continuamente. Nesse viés, algumas das sequéncias
didaticas podem ser utilizadas nos dois niveis de ensino.

As experimentacdes realizadas durante o desenvolver deste trabalho contribuiram com
melhorias importantes para o caderno. Uma das principais adaptacdes foi a de apresentar
dinamicamente os valores de area, medidas, volume, etc, seguido disso, foram as conexdes com
as cores entre diferentes registros de representacdes (grafico, algébrico e/ou figura) e as
perguntas apresentadas ao longo da sequéncia didatica. As experimentacdes foram realizadas
utilizando apenas duas das atividades desenvolvidas, e as contribui¢gbes advindas dessas,
serviram como base para as demais atividades implementadas.

Mesmo as experimentaces serem realizadas em niveis diferentes de ensino, alguns
elementos analisados foram constatados nas trés experimentacdes. Em relacédo as dificuldades
dos alunos, uma das maiores, foi representar algebricamente as restricbes impostas pelo
Problema 1 — Area da casa. Uma falha cometida por quase todos os grupos, foi a falta de

formalidade matematica, principalmente na restricdo do dominio da(s) funcéo(des). Essa falha



120

é ainda mais preocupante quando nos referenciamos aos (futuros) professores. Outro fator
também identificado nas andlises, foi que a maioria dos grupos tomaram como base algum
conhecimento prévio, que possibilitou ampliar as estratégias de resolucdo. Conceitos de
Geometria estiveram bastante presentes principalmente nas estratégias do curso de CDI e do
Mestrado. A ideia de ponto médio foi apresentada por varios grupos dessas turmas.

Em relagdo a atuacédo do professor, foi possivel verificar diferentes dificuldades durante
cada experimentacdo. Na turma do Ensino Médio, a professora regente teve imprevisto com a
tecnologia, mas que pode ser resolvido parcialmente, ja que alguns dos alunos portavam seus
proprios notebooks. Na turma do Mestrado, a professora, também autora desse trabalho,
verificou que houve pouco comprometimento dos alunos com a lista de problemas proposta.
Alguns alunos pareceram usar como base a resolucdo do colega, o que fez com que erros
cometidos por esse fossem repetidos pelos demais. Na turma da Graduacdo, inicialmente
percebeu-se que nem todos os alunos estavam satisfeitos com a ideia de formarem grupos, tanto
que um aluno optou por realizar a atividade individualmente. Enquanto a professora e autora
observava e incentivava, foi percebido um pouco de timidez e recusa vinda da maioria dos
grupos, dificultando a abordagem da professora. E além disso, outra dificuldade percebida foi
a rejeicdo da maioria dos grupos dessa turma quando a professora solicitou que participassem
da plenaria, inclusive, houve grupos que optaram por ndo participar, o que pode inibir dados de
pesquisa relacionados a aprendizagem dos alunos. Além das dificuldades apresentadas para
cada turma, um fator relevante em todas as experimentacGes foi o tempo. Na concepcdo da
autora, em relacdo a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo, € interessante que ao
menos as etapas de 1 a 5 sejam realizadas em um mesmo dia de aula. Todavia, isso nem sempre
é possivel. Nas experimentacOes, percebemos que alguns grupos se sentiram prejudicados pelo
limite de tempo.

O Caderno Didatico contempla um manual com as instrucdes basicas para seu manuseio,
criado pela autora, e outros links com diferentes instrugdes referente as ferramentas do
GeoGebra. O professor ao utilizar o Caderno Didatico, pode tomar como base as sugestfes
realizadas no Material para o Professor na preparagédo de sua aula. Esses materiais foram
desenvolvidos para colaborar inclusive com os professores iniciantes no uso de tecnologias em
sala, servindo como guia e facilitador nas possiveis experimentacdes. Assim, mesmo 0S
professores com maiores dificuldades em utilizar a tecnologia, podem usufruir do caderno com
mais facilidade e sem apreenséo.

O produto ndo é algo fechado e obstruido de modificagdes. No Caderno Didéatico

deixamos um capitulo destinado aos usuarios que queiram fornecer sugestdes de melhorias ao
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caderno. Aos professores que experimentarem as atividades propostas no caderno didatico e
que queiram compartilhar as experiéncias podem também fazer por meio desse topico. As
sugestdes e contribuicbes sdo elementos importantes da evolucdo do produto proposto. Em
virtude do tempo de desenvolvimento deste produto ndo foi possivel aplicar todas as atividades
propostas nele. Acreditamos que novas experimentagdes, em novas turmas, tanto do Ensino
Superior quanto do Ensino Médio, poderdo trazer sugestdes de melhorias advindas dos relatos
de experiéncia dos professores e alunos.

Vale ressaltar que para os professores com pouco acesso a tecnologia na sua escola ou
universidade, podem utilizar os aplicativos apresentados no caderno através de um smartphone,
0 qual aumenta a chance dos alunos portarem.

Durante o desenvolvimento dessa dissertacdo e do Produto Educacional, ampliei meus
conhecimentos sobre conceitos de CDI, a otimizacdo presente no Ensino Médio, e ainda,
habilidades com as ferramentas do software GeoGebra. Ao buscar apresentar de uma maneira
dindmica conceitos e situacdes-problema de maximos e minimos, aprendi a ter outra visdo
guando me deparo com um problema. A possibilidade de verificar algo dindmico, e que muitas
vezes € tratado de maneira estatica, fornece uma maior capacidade de resolucdo e compreenséo.
Na situagdo-problema da calha isso foi bastante evidente. A possibilidade de manusear e
visualizar dinamicamente e obter instantaneamente respectivos valores de area, volume e
medidas, rompe com incertezas e hipdteses iniciais, dando oportunidade de perceber a
importancia em utilizar a Matematica na comprovacdo de resultados.

Esse trabalho pode potencializar o trabalho do professor dando possibilidades de
colaborar com contetido de Otimizacdo de Funcdes, tanto na maneira de ensinar, utilizando uma
abordagem dinamica, e avaliar os alunos constantemente e principalmente durante a plenéria.
As sequéncias didaticas podem ser utilizadas tanto nas aulas regulares, como atividade
extraclasse.

Aqui trago algumas consideragdes e potencialidades em utilizar a metodologia de
ensino-aprendizagem-avaliacao atraves da resolucdo de problemas mediada pela tecnologia na
Otimizacdo de Funcbes, e me questiono 0 quanto poderia ser proveitoso se 0 caderno
comportasse uma maior dimensao de conceitos de CDI. Sugerimos entdo, que o caderno seja
implementado com outros conceitos tanto de derivadas, como limites e integrais, além da
proposicéo de novas situagdes-problema sobre Maximos e Minimos de Funcdes.

Esperamos que esse trabalho possa contribuir com ensino e aprendizagem de
Otimizacdo de Fungdes, e fomente o interesse em implantar a tecnologia na sala de aula, com

0 viés de possibilitar aos alunos manusear e visualizar conceitos dindmicos.
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APENDICE A — ENTREVISTA PRE-EXPERIMENTACAO COM O PROFESSOR
REGENTE DA TURMA DA POS-GRADUACAO

Etapa 2 — Entrevista pré-experimentacdo com professor da Pos-Graduacao
Perguntas:

Bloco |
1) Qual o nome completo do professor?
2) Qual o nome do curso e a disciplina lecionada?

3) Qual o nimero e bloco da sala utilizada frequentemente? Que tipo de equipamentos tem
essa sala (como: quadro, computador, televisdao)? Tem algum laboratério de informatica
que o professor costuma utilizar no horério da aula? (o objetivo é apenas se adequar ao
ambiente que serd desenvolvida a aplicacdo e verificar a necessidade de reservar
laboratorio).

4) Quantas vezes ja lecionou essa disciplina? (o objetivo dessa pergunta é saber se depois
da aplicacdo, com os resultados obtidos, € possivel comparar a experiéncia do professor,
com as turmas anteriores, e o resultado obtido na aplicacéo)

5) Quantos alunos estéo frequentando atualmente a disciplina?

Bloco Il

6) Qual € o objetivo da disciplina?
7) Qual a metodologia de ensino utilizada pelo professor?

8) Ja foi discutido em sala sobre a metodologia ou método de resolucédo de problemas?
(tem como objetivo saber se a turma conhece a metodologia que sera utilizada)

9) O professor ja utilizou 0 método de resolucdo de problemas de Polya, ou a metodologia
de ensino-aprendizagem-avaliacdo de Onuchic em alguma de suas aulas? Se sim, utilizou
com alguma turma anterior a essa, ou em alguma outra disciplina que leciona(ou)?
Comente a experiéncia em relacdo ao ensino e a aprendizagem da turma. (o objetivo é
complementar as duas perguntas anteriores, bem como, saber se o professor se sente
confortavel com essa metodologia)

10) Quais os materiais didaticos que utiliza para lecionar a disciplina? O professor
utiliza listas de exercicios? Utiliza algum software de geometria dindmica para explorar
alguns conceitos? Os alunos ja utilizaram o GeoGebra para desenvolver alguma atividade?
(o objetivo ¢é saber se os alunos poderédo ter dificuldades quanto ao uso do GeoGebra
durante a aplicacao)
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11) Quais os conteudos estudados até o0 momento? Ja foi discutido sobre fungdes
quadréticas? E aplicacdes de funcbes quadraticas? (Quais)(o objetivo € verificar se foi ou
ndo estudado o contetdo de funcBes quadraticas e otimizacéo, para saber qual resolucéo de
problemas é a mais adequada — Polya, caso ja tenham visto o contetdo, ou Onuchic, caso
ainda nao tenham estudado).

12) Como foram abordadas as aplicacGes de funcgdes? (o objetivo é saber se foi
lecionado tradicionalmente, em forma de apresentacdo de trabalho por algum grupo ou
utilizando alguma metodologia diferenciada)
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APENDICE B - ENTREVISTA PRE-EXPERIMENTACAO COM O PROFESSOR
REGENTE DA TURMA DA GRADUACAO

Etapa 2 — Entrevista pré-experimentacdo com professor de Calculo
Perguntas:

Bloco |
1) Qual o nome completo do professor?
2) Qual o nome do(s) curso(s) e a disciplina lecionada?

3) Qual o nimero e bloco da sala utilizada frequentemente? Que tipo de equipamentos tem
essa sala (como: quadro, computador, televisdo)? Tem algum laboratério de informatica
que o professor costuma utilizar no horério da aula? (o objetivo é apenas se adequar ao
ambiente que serd desenvolvida a aplicacdo e verificar a necessidade de reservar
laboratorio).

4) Quantas vezes ja lecionou essa disciplina? (o objetivo dessa pergunta é saber se depois
da aplicacdo, com os resultados obtidos, € possivel comparar a experiéncia do professor,
com as turmas anteriores, e o resultado obtido na aplicacéo)

5) Quantos alunos estéo frequentando atualmente a disciplina?

Bloco Il

6) Qual € o objetivo da disciplina?
7) Qual a metodologia de ensino utilizada pelo professor?

8) Ja foi discutido em sala sobre a metodologia ou método de resolucdo de problemas?
(tem como objetivo saber se a turma conhece a metodologia que sera utilizada)

9) O professor ja utilizou 0 método de resolucdo de problemas de Polya, ou a metodologia
de ensino-aprendizagem-avaliacdo de Onuchic em alguma de suas aulas? Se sim, utilizou
com alguma turma anterior a essa, ou em alguma outra disciplina que leciona(ou)?
Comente a experiéncia em relacdo ao ensino e a aprendizagem da turma. (o objetivo é
complementar as duas perguntas anteriores, bem como, saber se o professor se sente
confortavel com essa metodologia)

10) Quais os materiais didaticos que utiliza para lecionar a disciplina? O professor
utiliza listas de exercicios? Utiliza algum software de geometria dindmica para explorar
alguns conceitos? Os alunos ja utilizaram o GeoGebra para desenvolver alguma atividade?
(o objetivo ¢é saber se os alunos poderédo ter dificuldades quanto ao uso do GeoGebra
durante a aplicacao)
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11) Quais os contetdos estudados até 0 momento? Ja foi discutido sobre otimizacao?
(o objetivo é verificar se foi ou ndo estudado o conteldo de otimizacdo, para saber qual
resolucéo de problemas é a mais adequada — Polya, caso j& tenham visto o conteudo, ou
Onuchic, caso ainda nao tenham estudado).

12) Como foram abordadas as aplicagcdes? (0 objetivo é saber se foi lecionado
tradicionalmente, em forma de apresentacdo de trabalho por algum grupo ou utilizando
alguma metodologia diferenciada)
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APENDICE C - ENTREVISTA POS-EXPERIMENTACAO COM O PROFESSOR
REGENTE DA TURMA DA POS-GRADUACAO

Etapa 6 — Entrevista pds-experimentacdo com professor
Perguntas:

Bloco | - Ensino

1) O que o professor constatou durante a etapa 5 da metodologia que é 0 momento em
que o professor observa e incentiva? O professor fez muitas intervencgdes? Que tipo de
consideracdo o professor fez em cada grupo? Disse a algum grupo que sua resolucao
estava incorreta? O objetivo ¢ saber se a mediacéo do professor foi influenciadora em
alguma resposta.

2) Qual a maior dificuldade/divergéncia, em relacdo a outras metodologias, que o
professor teve enquanto aplicava a Resolugdo de Problemas?

3) Em sua formalizacdo, conseguiu contemplar as diferentes estratégias apresentadas pelos
alunos? Houve o uso da tecnologia? Comentar sobre suas escolhas.

4) Tém sugestdes de melhoria para a sequéncia? Quais?

5) Aplicaria a sequéncia didatica em outra turma?

Bloco Il - Aprendizagem

6) O professor esperava que as estratégias de resolucdo fossem usando geometria e
derivada? Quais outras estratégias esperava?

7) Percebeu motivacdo dos alunos em resolver o problema proposto comparado com aulas
anteriores?

8) A tecnologia auxiliou na aprendizagem? De que forma?
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APENDICE D — CARTA DE ANUENCIA

DECLARACAO DA INSTITUI(;AAO PARTICIPANTE
CARTA DE ANUENCIA

Autorizamos a pesquisadora responsavel Dienifer Tainara Cardoso, mestranda do
Programa de Pds-Graduacdo em Ensino de Ciéncias, Matematica e Tecnologias, na
Universidade do Estado de Santa Catarina (UDESC), orientada pela professora Dra. lvanete
Zuchi Siple, a realizar uma aplicacdo para a Dissertacdo de Mestrado nas dependéncias do
Instituto Federal Catarinense — Campus Araquari (IFC — Campus Araquari), intitulada
“Resolucdo de problemas e o software GeoGebra: uma abordagem a problemas de otimizacao”
sendo esta a instituicdo coparticipante, motivo ao qual esta sendo direcionada a carta de
anuéncia.

Como mencionado anteriormente, a pesquisa seré realizada nas dependéncias do IFC —
Campus Araquari, onde a pesquisadora trabalha como docente atualmente, sendo este bem
equipado e adequado para realizacdo da pesquisa que necessitard de computadores e internet,
além de quadro branco, caneta para quadro branco, etc.

Concordamos que os resultados desta pesquisa poderdo ser apresentados por escritos e

oralmente em banca de Dissertacdo, em exposicao oral, congressos e revistas cientificas.

Araqguari, de de 2017.

Atenciosamente,

Coordenadora Geral do Ensino Técnico
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APENDICE E - TERMO DE CONSENTIMENTO PARA TURMA DO ENSINO MEDIO

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé esta sendo convidado (a) a participar de uma pesquisa, inserida no Trabalho de Pds-Graduagdo
intitulado “Resolugdo de problemas e o software GeoGebra: uma abordagem a problemas de otimiza¢édo” da
académica Dienifer Tainara Cardoso, respondendo a atividade que serad proposta com o objetivo de introduzir o
conteudo de maximos e minimos. A sua identidade sera preservada, pois cada individuo sera identificado por
um numero. Os beneficios e vantagens em participar desta pesquisa serdo que os dados oriundos dela poderao
substanciar agdes de melhorias no processo de ensino e aprendizagem da Matematica.

As pessoas que estardo acompanhando o desenvolvimento desta pesquisa serdo as professoras Dra.
Ivanete Zuchi Siple e Dra. Elisandra Bar de Figueiredo.

Vocé podera se retirar do estudo a qualquer momento.

Solicitamos a sua autorizacdo para o uso das respostas das atividades realizadas nessa pesquisa para
a producao do trabalho final de pds-graduacdo, de relatdrios, de artigos técnicos e cientificos. A sua
privacidade sera mantida por meio da ndo identificagdo do seu nome.

Agradecemos a sua participagao e colaboragao.

PESSOA PARA CONTATO:

Profa. Dra lvanete Zuchi Siple

NUMERO DO TELEFONE: 3481-7836

ENDERECO: Centro de Ciéncias Tecnoldgicas - CCT / Rua Paulo Malschitzki, 200 - Campus Universitario
Prof. Avelino Marcante - Bairro Zona Industrial Norte - Joinville - SC - Brasil - CEP: 89.219-710

TERMO DE CONSENTIMENTO
Declaro que fui informado sobre todos os procedimentos da pesquisa e, que recebi de forma clara e

objetiva todas as explicagGes pertinentes ao projeto. Declaro que fui informado que posso me retirar do estudo
a qualquer momento.

Nome por extenso Assinatura Data

O |00 ([ N | U | [W|N|Fk

[y
o
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APENDICE F - TERMO DE CONSENTIMENTO ASSINADO PELOS PAIS DOS ALUNOS
DO ENSINO MEDIO

TERMO DE CONSENTIMENTO

O(a) seu(ua) filho(a)/dependente esta sendo convidado a participar de uma pesquisa de mestrado do
Programa de Pés-Graduagdo em Ensino de Ciéncias, Matematica e Tecnologias da Universidade do Estado de
Santa Catarina— UDESC, intitulada: Resolugéo de problemas e o software GeoGebra: uma abordagem a problemas
de otimizagdo, tendo como objetivo analisar as solugdes apresentadas nas atividades de Maximos e Minimos
aplicadas nas aulas de Matemética, da qual eu, Dienifer Tainara Cardoso, sou professora dele(a), com a
concordancia da Coordenadora Geral do Ensino Técnico Sra. Erica Perez Marson Bako, do Instituto Federal
Catarinense — Campus Araquari.

O(a) seu(ua) filho(a)/dependente n&o tera despesas e nem sera remunerado pela participagdo na pesquisa.
Os riscos destes procedimentos sdo minimos, havendo a possibilidade de cansago para responder as atividades.
Para minimizar estes riscos, as atividades seréo realizadas em grupo em horario regular de aula.

A identidade do(a) seu(ua) filho(a)/dependente sera preservada pois cada individuo sera identificado por
um numero.

Os beneficios e vantagens em participar deste estudo serao tedricos e empiricos, pois permitirdo conhecer
e analisar os desafios encontrados nas estratégias de resolu¢do de problemas das atividades de Méaximos e
Minimos de Fungbes Polinomiais do Segundo Grau, podendo substanciar agdes de melhorias no processo de
ensino e aprendizagem da Matematica.

As pessoas que estardo acompanhando os procedimentos serdo a estudante de mestrado Dienifer Tainara
Cardoso, e as professores orientadoras Ivanete Zuchi Siple e Elisandra Bar de Figueiredo.

Solicitamos a sua autorizagdo para o uso dos dados de do(a) seu(ua) filho(a)/dependente , como as
resolucdo das atividades e da transcri¢éo de audios que serao/foram realizados em sala de aula para a produgao de
uma Dissertacdo de Mestrado. A privacidade do(a) seu(ua) filho(a)/dependente sera mantida através da n&o-
identificacdo do nome. O(a) senhor(a) podera solicitar 0 ndo uso das transcricbes dos &udios e resolugdes das
atividades do(a) seu(ua) filho(a)/dependente do estudo a qualquer momento, sem qualquer tipo de constrangimento.

Este termo de consentimento livre e esclarecido é feito em duas vias, sendo que uma delas ficara em poder
do pesquisador e outra com o sujeito participante da pesquisa.

Mestranda Dienifer Tainara Cardoso Professora Ivanete Zuchi Siple

Telefone: (47)3465-7837, Celular: (47)99612-5612 Telefone: (47)4009-17836

Endereco: Rua Rua Paulo Malschitzki, s/n Enderego: Rua Paulo Malschitzki, s/n

Campus Universitario Prof. Avelino Marcante Campus Universitario Prof. Avelino Marcante
TERMO DE CONSENTIMENTO

Declaro que fui informado sobre todos os procedimentos da pesquisa e, que recebi de
forma clara e objetiva todas as explicacdes pertinentes ao projeto e, que todos os dados a respeito do
meu(minha) filho(a)/dependente serdo sigilosos. E ainda, fui informado que posso retirar meu(minha)
filho(a)/dependente do estudo a qualquer momento.

Nome por extenso

Assinatura Local: Data:
/ /
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APENDICE G — MATERIAL DE AULA PARA O ENSINO MEDIO

Mdaximoy & Minimoy de fungcdo-

O vértice do grafico da funcdo quadratica:

Ao construir gréficos de fun¢des quadraticas, vocé notou que, com excecao da
ordenada y, do vértice, cada imagem esta associada a dois valores de x?

Na parabola, dois pontos de ordenadas iguais estdo a mesma distancia da reta
perpendicular ao eixo que passa pelo vértice V(x,,y,) dessa parabola. Essa reta é
chamada de eixo de simetria e seus pontos sao tais que x = x,, qualquer que seja o
valor de y.

Exemplos: (Ver também aplicativo do GeoGebra)

iy f(x) = —04x°+25x+2

:
4 ; 2T

a) t
fa
3
f(x) = 1% —4.35x+1.25
2 -1 0 5 6 7 8 9
-1
-2
-3
b)
Mas como podemos encontrar o ponto V de cada parabola?
X1+XZ ~ s ~
Perceba que x, = >+ €M que x; e x, S&0 raizes da equacao do segundo
grau.

Sabemos ainda que:
—b+VA —b—+A
+
2a 2a

x1+x2:
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2b

T 2a

b

N a
. + b b
ASSIm,XU = %= _Z+2 = ~ g

Ainda nos falta encontrar y,,. Para isso, basta substituirmos x,, na fungéo f(x) =

ax? + bx + c, ou seja, calcular f(x,):

(8-l o2

4a

Logo, o vértice V(x,,y,) € dado por V (— %, - ﬁ),

Ponto de maximo ou minimo da funcao quadratica:

O valor de maximo ou de minimo da fungéo quadratica € a ordenada do vértice
da parabola. Quando a concavidade da parabola € voltada para baixo, a fungcéo tem
um valor maximo; caso contrario, tem um valor minimo.

Exemplo 1: Atividade da area maxima da casa do José.
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Exemplo 2: O lucro de uma empresa é dado pelalei L(x) = —x? + 8x — 7, em
que x € quantidade vendida (em milhares de unidades) e L é o lucro (em milhares de
reais).

a) Calcule a quantidade que se deve vender para obter lucro maximo.

b) Determine o lucro maximo.



141

APENDICE H — TERMO DE CONSENTIMENTO PARA A TURMA DA POS-
GRADUACAO

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé esta sendo convidado (a) a participar de uma pesquisa, inserida no Trabalho de Pds-Graduagdo
intitulado “Resolugdo de problemas e o software GeoGebra no ensino e aprendizagem de otimizagdo de fungbes”
da académica Dienifer Tainara Cardoso, respondendo a atividade que sera proposta com o objetivo de abordar
um problema de otimizagdo envolvendo a aplicagdo de uma fungdo quadrdtica utilizando a metodologia de
ensino-aprendizagem-avaliacdo através da Resolu¢do de Problema mediada pelo software GeoGebra. A sua
identidade serd preservada, pois cada individuo serd identificado por um nimero. Os beneficios e vantagens em
participar desta pesquisa serdo que os dados oriundos dela poderao substanciar agdes de melhorias no processo
de ensino e aprendizagem da Matematica.

As pessoas que estardo acompanhando o desenvolvimento desta pesquisa serdo as professoras Dra.
Ivanete Zuchi Siple e Dra. Elisandra Bar de Figueiredo.

Vocé poder3 se retirar do estudo a qualquer momento.

Solicitamos a sua autorizagdo para o uso das respostas das atividades realizadas e a transcricao do
audio gravado nessa pesquisa para a produgdo do trabalho final de pds-graduacgdo, de relatdrios, de artigos
técnicos e cientificos. A sua privacidade sera mantida por meio da ndo identificagdo do seu nome.

Agradecemos a sua participagao e colaboragao.

PESSOA PARA CONTATO:

Profa. Dra lvanete Zuchi Siple

NUMERO DO TELEFONE: 3481-7836

ENDERECO: Centro de Ciéncias Tecnoldgicas - CCT / Rua Paulo Malschitzki, 200 - Campus Universitario
Prof. Avelino Marcante - Bairro Zona Industrial Norte - Joinville - SC - Brasil - CEP: 89.219-710

TERMO DE CONSENTIMENTO
Declaro que fui informado sobre todos os procedimentos da pesquisa e, que recebi de forma clara e

objetiva todas as explicagGes pertinentes ao projeto. Declaro que fui informado que posso me retirar do estudo
a qualquer momento.

Nome por extenso Assinatura Data

O | (I N O |0 | B |W [N |

[ERN
o
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APENDICE | — PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS PARA A TURMA DA POS-
GRADUACAO

Fundamentos da Matematica - Lista com problemas de otimizacao
Académico:
Problemas

1) Suponha que vocé queira cercar uma area retangular no seu terreno, com tela de
arame, que serd reservada a uma horta. Para economizar nessa construcdo, vocé
aproveita um canto perpendicular do muro no seu terreno. Assim, apenas restam
serem cercados dois lados para obter o espago para a horta, porém vocé tem um
orcamento de R$ 150,00 para investir na cerca da horta. Apos realizar uma pesquisa
num site de comparacdo de precos verifica-se que o menor preco da tela é
aproximadamente R$ 18,20 por metro numa loja proxima de sua casa.

a) Represente geometricamente e algebricamente a funcdo que descreve a variagao
da &rea da horta (utilize 0 GeoGebra para ajudar na investigacao do seu problema).
b) Determine as dimensdes da horta para que a sua area seja maxima.

2) A professora de jodo propds um trabalho para a turma dele no qual cada aluno
deveria propor um problema usando os conhecimentos de fungdes. Jodo pensou em
explorar a construcdo de figuras geométricas que maximizam a area. Para a construcéo
das figuras ele dispunha de um barbante de 10 metros de comprimento. Assim, ele
pensou que com esse barbante ele poderia:

a) construir um quadrado;

b) construir uma circunferéncia,;

c) cortar em dois pedacos (ndo necessariamente de mesmo tamanho) de modo que
um dos pedacos fosse usado para construir um quadrado e o outro para construir uma
circunferéncia.

Em qual situacdo jodo conseguira a area maxima? E a area minima? Resolva o
problema proposto por jodo criticamente, apontando os conceitos envolvidos, as
potencialidades/deficiéncias do problema e proponha uma adaptacéo.

(Arquivo GeoGebra: Problema 02 - barbante <https://ggbm.at/XBPbnxR2>)

3) Num voo com capacidade para 100 pessoas, uma companhia aérea cobra R$200,00
por pessoa quando todos os lugares sdo ocupados. Se existirem lugares ndo ocupados,
ao preco de cada passagem sera acrescida a importancia de R$4,00 por cada lugar ndo
ocupado. Sendo assim, responda:

a) Se todos os lugares estivessem ocupados, qual o faturamento obtido pela
companhia?

b) Se o ndmero de lugares ndo ocupados fosse 3, qual o faturamento obtido? E se fosse
10?

c) Escreva o problema matematicamente utilizando seu conhecimento sobre fungdes,
argumente qual a funcdo que descreve o faturamento da companhia aérea.

d) Represente a fungdo que descreve o faturamento no GeoGebra interpretando os
dados do problema.

e) Qual é o dominio da fungdo?

f) Qual é o faturamento maximo da empresa e quando isso acontece?
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APENDICE J - TERMO DE CONSENTIMENTO PARA A TURMA DA GRADUACAO

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé esta sendo convidado (a) a participar de uma pesquisa, inserida no Trabalho de Pds-Graduagdo
intitulado “Resolugdo de problemas e o software GeoGebra no ensino e aprendizagem de otimizagdo de funcbes”
da académica Dienifer Tainara Cardoso, respondendo a atividade que sera proposta com o objetivo de abordar
problemas de maximos e minimos envolvendo a aplicagdo de fungdes polinomiais utilizando a metodologia de
ensino-aprendizagem-avaliagdo através da Resolu¢do de Problemas mediada pelo software GeoGebra. A sua
identidade sera preservada, pois cada individuo sera identificado por um ndmero. Os beneficios e vantagens em
participar desta pesquisa serdo que os dados oriundos dela poderao substanciar agdes de melhorias no processo
de ensino e aprendizagem da Matematica.

As pessoas que estardo acompanhando o desenvolvimento desta pesquisa serdo as professoras Dra.
Ivanete Zuchi Siple e Dra. Elisandra Bar de Figueiredo.

Vocé poder3 se retirar do estudo a qualquer momento.

Solicitamos a sua autoriza¢do para o uso das respostas das atividades realizadas e a transcricao do
dudio gravado nessa pesquisa para a produgao do trabalho final de pds-graduagao, de relatdrios, de artigos
técnicos e cientificos. A sua privacidade sera mantida por meio da nao identificagdo do seu nome.

Agradecemos a sua participagdo e colaboracgdo.

PESSOA PARA CONTATO:

Profa. Dra lvanete Zuchi Siple

NUMERO DO TELEFONE: 3481-7836

ENDERECO: Centro de Ciéncias Tecnoldgicas - CCT / Rua Paulo Malschitzki, 200 - Campus Universitario
Prof. Avelino Marcante - Bairro Zona Industrial Norte - Joinville - SC - Brasil - CEP: 89.219-710

TERMO DE CONSENTIMENTO
Declaro que fui informado sobre todos os procedimentos da pesquisa e, que recebi de forma clara e

objetiva todas as explicagdes pertinentes ao projeto. Declaro que fui informado que posso me retirar do estudo
a qualquer momento.

Nome por extenso Assinatura Data

O |0 (N[O | U |k~ |W|IN |-

[ERN
o




144

APENDICE K — PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS PARA A TURMA DA

GRADUACAO
Célculo Diferencial e Integral |
Lista com problemas de otimizacao
Académico:
Problemas

1) Agora que vocé ja resolveu o problema para a situagdo especifica do caso de José,

generalize-o considerando as mesmas restri¢des anteriores: o canto indicado pelo ponto
P deve ficar sobre a lateral MN do terreno e ser um dos cantos da casa, e as laterais da
casa, paralelas aos lados OM e ON do terreno, devem ficar a 1m de distancia desses
lados. A partir disso, considere agora que o lado ON vale k e o lado OM vale [,
conforme Figura 2, e represente algebricamente o valor maximo da casa.

Figura 2 — Construcéo de casa retangular em terreno triangular qualquer

Fonte: Adaptada de Cardoso (2016)

2) Agora que voce jaresolveu o problema do volume da caixa para as medidas especificas,

3)

considere uma folha retangular de medidas a e b quaisquer. Recorte quadrados iguais
dos cantos dessa folha. As abas que sobram sdo entdo dobradas para cima de modo a
formar uma caixa sem tampa, como no problema ja resolvido. A partir disso, generalize
os calculos de modo a representar algebricamente a funcdo volume da caixa e as
dimens@es que maximizam o volume.

Suponha que vocé queira cercar uma area retangular no seu terreno, com tela de arame,
que sera reservada a uma horta. Para economizar nessa construcao, vocé aproveita um
canto perpendicular do muro no seu terreno. Assim, apenas restam serem cercados dois
lados para obter o espaco para a horta, porém vocé tem um orcamento de R$ 150,00
para investir na cerca da horta. Apos realizar uma pesquisa num site de comparacao de



4)

5)
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precos verifica-se que o menor preco da tela é aproximadamente R$ 18,20 por metro
numa loja préxima de sua casa.
¢) Represente geometricamente e algebricamente a funcdo que descreve a variagao
da area da horta (utilize 0 GeoGebra para ajudar na investigacdo do seu problema).
d) Determine as dimensfes da horta para que a sua area seja maxima.

A professora de jodo propds um trabalho para a turma dele no qual cada aluno deveria
propor um problema usando os conhecimentos de funcées. Jodo pensou em explorar a
construcdo de figuras geométricas que maximizam a area. Para a construgdo das
figuras ele dispunha de um barbante de 10 metros de comprimento. Assim, ele pensou
que com esse barbante ele poderia:

a) construir um quadrado;

b) construir uma circunferéncia;

c) cortar em dois pedacos (ndo necessariamente de mesmo tamanho) de modo que
um dos pedacos fosse usado para construir um quadrado e o outro para construir uma
circunferéncia.

Em qual situacdo jodo conseguird a area maxima? E a area minima? Resolva o
problema proposto por jodo criticamente, apontando os conceitos envolvidos, as
potencialidades/deficiéncias do problema e proponha uma adaptacéo.

(Arquivo GeoGebra: Problema 02 - barbante< https://ggbm.at/XBPbnxR2 >)

Num voo com capacidade para 100 pessoas, uma companhia aérea cobra R$200,00
por pessoa quando todos os lugares sdo ocupados. Se existirem lugares ndo ocupados,
ao preco de cada passagem sera acrescida a importancia de R$4,00 por cada lugar ndo
ocupado. Sendo assim, responda:
g) Se todos os lugares estivessem ocupados, qual o faturamento obtido pela
companhia?
h) Se o nimero de lugares ndo ocupados fosse 3, qual o faturamento obtido? E se fosse
10?
i) Escreva o problema matematicamente utilizando seu conhecimento sobre funcdes,
argumente qual a funcdo que descreve o faturamento da companhia aérea.
j) Represente a funcdo que descreve o faturamento no GeoGebra interpretando 0s
dados do problema.
k) Qual é o dominio da funcao?
I) Qual é o faturamento maximo da empresa e quando isso acontece?
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APENDICE L — PROBLEMA ‘AREA DA CASA’

Aluno(s):
Data:

Problema — Area maxima da casa

José ganhou como heranga um terreno triangular, conforme Figura 1, e deseja
construir uma casa retangular com a maior area possivel. Entretanto, ele precisa respeitar
algumas restricGes impostas pelo Plano Diretor de sua cidade para a construcdo. Algumas
das restri¢cGes sdo que o canto indicado pelo ponto P fique sobre a lateral MN do terreno
e seja um dos cantos da casa, e que as laterais da casa, paralelas aos lados OM e ON do
terreno, devem ficar a 1m de distancia desses lados.

Figura 1 — Construcéo de uma casa em um terreno triangular

28m

Fonte: Adaptada de Cardoso (2016)

Ajude José encontrar as medidas da casa, que devera construir, para que a area dela seja
maxima.

> Registre em uma folha todas as estratégias de resolucdo pensadas pelo grupo e entregue
ao professor no final da atividade.
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APENDICE M — MATERIAL ‘CONVERSANDO COM O PROFESSOR’

MATERIAL PARA O PROFESSOR

Prgblema 1-
Area da casa

Niveis de
ensino

Objetivo

Abordar um
problema de
otimizacao
envolvendo a
aplicacdo de
Funcéo Derivada, teste da § Uma funcéo
quadratica, primeira derivada, teste [ duadratica

e . . utilizando a
dominio, funcao da segunda derivada, metodologia

afim, vértice de [l crescimento e § de ensino-
parabola, decrescimento de Q@ aprendizagem

inclinacdo  da [ij funcdo, ponto  de J -avaliacdo

reta  tangente inflexdo e ponto critico. a”a‘féSN ga
: . : resolugcao de
simetria, ponto problemas

de maximo, area mediada pelo
de retangulo, software
ponto médio. GeoGebra.

Professor, é interessante que o problema seja aplicado em um laboratorio de
informatica que esteja disponivel o software GeoGebra, ou entdo, tenha a
possibilidade de usar tecnologias moveis (tablets ou smartphones), haja vista que o
GeoGebra é compativel com tais tecnologias.

Inicialmente é conveniente que o professor estipule um tempo para a resolucéo
do problema.

Seguindo a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliagcdo através da
resolucdo de problemas (ALLEVATO; ONUCHIC, 2014), apresentada no capitulo
Metodologia, assim que apresentar o problema aos alunos deve-se disponibilizar o

‘Aplicativo 01 — primeiro momento’ em anexo. Para isso, o professor pode enviar o
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link ‘https://ggbm.at/BSeh8kqS’ por e-mail, ou salvar o aplicativo e compartilhar
através de um pen drive.

O professor deve estar preparado para conferir estratégias de resolucdo nao
necessariamente ligadas ao contetdo de otimizacdo, como por exemplo, conceitos de
Geometria, Trigonometria ou dobradura (essas estratégias estdo presentes na
aplicacao do trabalho de Cardoso (2018)).

Durante a resolucdo do problema, caso os alunos estejam discutindo a
possibilidade de o valor maximo da area da casa ser o ponto meédio do triangulo OMN,
o professor podera utilizar o arquivo ‘Aplicativo 01 - refutagées’ em anexo na pagina
do GeoGebraBook para garantir isso visualmente, depois o professor pode
demonstrar esse resultado algebricamente. O aplicativo também pode ser utilizado
para verificar outras hipéteses. Porém, como até esse momento os alunos podem nao
ter concluido a resolucéo, sugere-se que o professor feche a ‘Janela de visualizagao
2’ e ‘Janela de visualizagao 3D’.

Enquanto o professor observa e media, o professor pode fazer as seguintes
guestdes se achar conveniente:

= Existe alguma dependéncia entre as dimensfes da casa?

= Vocés acham conveniente representar a figura sobre um plano cartesiano? Se
sim, o que a reta MN pode representar em relagéo ao contetdo de funcdes ja
visto?

= E possivel plotar valores no plano cartesiano considerando a dependéncia da
base com a altura? (Nesse momento o professor podera auxiliar os alunos a
usarem o software GeoGebra para plotar os pares ordenados).

= Qual o comportamento desses pares ordenados? Que tipo de figura eles
sugerem?

= Existem diferentes constru¢cdes com a mesma area?

= Matematicamente pode-se construir uma lei de formagéo com esses dados?

= Qual é a funcdo?

= Essa funcao apresenta pontos extremos? O que ele(s) significa(m)?

= Como encontra-los?

Obs.: Essas questdes devem ser feitas a medida que o problema estiver sendo

desenvolvido. O professor podera perceber a necessidade de fazer outras questdes,
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ou ainda, ndo ver necessidade em usa-las caso os grupos estejam tendo um bom
desempenho.

Finalizadas as resolucfes e discussfes, 0 professor junto com a turma deve
chegar a uma resposta correta e entdo explorar o aplicativo ‘Aplicativo 01 — segundo
momento’ em anexo. Ademais, durante a formalizacao € interessante que o professor
varie pelo menos entre a representacdo analitica e grafica do conteudo utilizando o
GeoGebra.

Por fim, na proposicdo de novos problemas aos alunos, sugerimos que o0
professor utilize alguns dos demais problemas apresentados nesse GeoGebraBook,
bem como, o ‘Problema 1 - generalizagdo’, em anexo, que visa generalizar o
problema da area maxima da casa. Para isso, o professor pode utilizar o arquivo em
PDF e também o aplicativo ‘Aplicativo 01 - refutagdes’, ja citado. Outra sugestéo é

gue o professor instigue os alunos a resolver o seguinte problema:

Um retangulo de lados paralelos aos eixos coordenados e
localizado no primeiro quadrante tem um vértice na origem, um
vértice sobre 0 eixo x, um vértice sobre 0 eixo y e 0 quarto vértice
sobre a reta 2x + y = 100. Qual a area maxima de tal retangulo?
O professor pode solicitar que os alunos construam a representacdo desse
problema no GeoGebra dinamicamente. Os alunos deveréo perceber que o apesar de
mudar o contexto do problema em relacéo ao Problema 1, as estratégias de resolucao

podem Ser as mesmas.

Bom trabalho!
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APENDICE N — GENERALIZACAO DO PROBLEMA ‘AREA DA CASA’

Aluno(s):
Data:

Problema — Generalizacdo do problema da area da casa

Agora que voceé ja resolveu o problema para a situacao especifica do caso
de José, generalize-o considerando as mesmas restricbes anteriores: 0 canto
indicado pelo ponto P deve ficar sobre a lateral MN do terreno e ser um dos cantos
da casa, e as laterais da casa, paralelas aos lados OM e ON do terreno, devem
ficar a 1m de distancia desses lados. A partir disso, considere agora que o lado
ON vale k e o lado OM vale I, conforme Figura 2, e represente algebricamente o
valor maximo da casa.

Figura 2 — Construcdo de casa retangular em terreno triangular qualquer

Fonte: Adaptada de Cardoso (2016)




APENDICE O - PROBLEMA ‘VOLUME MAXIMO DA CAIXA’

Aluno(s):
Data:

Problema — Volume da caixa

Dada uma folha retangular, construa uma caixa, sem tampa, cujo
volume seja maximo. Construa essa caixa, usando as dimensdes da folha
retangular dada, apos serem cortados quadrados dos cantos dessa folha,
conforme Figura 1.

Figura 1 — planificagéo da caixa

Fonte: a autora

Quais séo as dimensdes da caixa para que o0 seu volume seja 0 maior
possivel? Qual o valor desse volume?

Fonte: adaptado de Travassos et al. (2014)
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» Registre em uma folha todas as estratégias de resolucéo pensadas pelo grupo

e entregue ao professor no final da atividade.



152

APENDICE P — MATERIAL ‘CONVERSANDO COM O PROFESSOR’

MATERIAL PARA O PROFESSOR

Problema 2 —
Volume da caixa

Niveis de
ensino

Objetivo

Abordar
um problema
de otimizacao
envolvendo a
aplicacdo de
Funcdo cubica, Derivada, teste da [J uma funcdo
dominio, primeira derivada, teste [ cuPica

SIS a . utilizando a
inclinacéo da da segunda derivada, metodologia

reta tangente, crescimento e f de ensino-
ponto de decrescimento de Q aprendizagem

maximo, volume funcdo, ponto  de J -avaliagéo

e Teorema do inflexdo e ponto critico. atraves  da
Valor resolucdo de
S problemas
Intermediario. mediada pelo
software
GeoGebra.

Professor, é interessante que o problema seja aplicado em um laboratério de
informatica que esteja disponivel o software GeoGebra, ou entdo, tenha a
possibilidade de usar tecnologias méveis (tablets ou smartphones), haja vista que o
GeoGebra é compativel com tais tecnologias.

Inicialmente é conveniente que o professor estipule um tempo para a resolucéo
do problema.

Para aplicar esse problema o professor pode entregar uma folha sulfite aos
alunos e pedir que eles usem essa medida como base. Ou ainda, caso o professor
prefira, podem ser disponibilizados diferentes tamanhos de folhas para os alunos,
como sugere Travassos et al. (2014).

Seguindo a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da
resolucdo de problemas (ALLEVATO; ONUCHIC, 2014), apresentada no capitulo
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Metodologia, assim que apresentar o problema aos alunos deve-se disponibilizar o
‘Aplicativo 02 — primeiro momento’ em anexo no GeoGebra Book. Para isso, 0
professor pode enviar o link ‘https://ggbm.at/tn7rmsgu’ por e-mail, ou salvar o
aplicativo e compartilhar através de um pen drive.

Enquanto o professor observa e media, o professor pode fazer as seguintes
guestdes se achar conveniente (TRAVASSOS et al., 2014):

» Cortando quadrados dos cantos da folha, qual a figura que pode ser
formada? (espera-se que os alunos percebam que € uma caixa, se nao,
o professor podera simular o levantamento de uma das abas).

» Considerando a base da caixa a face oposta a tampa, se ela existisse,
quais as dimensdes (comprimento, largura) da base da caixa?

= Qual a area da base da caixa?

» Ha alguma restricdo para a medida dos lados dos quadrados, isto €, ha
um limite méximo ou minimo para essas medidas?

» O lado do quadrado recortado representa que dimensao da caixa?

» Existe alguma dependéncia entre a medida do lado do quadrado e o
volume da caixa?

= Que funcao representa essa situagao?

= Como encontrar o(s) extremo(s) em seu dominio?

= O que é possivel observar para valores de f(x), no dominio da funcéo,
em torno de um possivel ponto de maximo? (Caso a turma seja do Ensino
Médio, a partir daqui o professor pode intuitivamente apresentar o
Teorema do Valor Intermediario).

Obs.: Essas questfes devem ser feitas a medida que o problema estiver sendo
desenvolvido. O professor podera perceber a necessidade de fazer outras questdes,
ou ainda, ndo ver necessidade em usa-las caso 0s grupos estejam tendo um bom
desempenho.

Inicialmente o professor pode ter receio em aplicar essa atividade ao Ensino
Médio, todavia, o Teorema do Valor Intermediario, ou ainda, o Teorema de Bolzano
gue é um caso particular desse teorema, pode auxiliar de modo pratico os alunos a
encontrarem o valor maximo do volume da caixa (em seu dominio), sem que o
professor necessite explorar formalmente o conteddo de derivadas. Para essa
abordagem é importante o uso de uma calculadora, ou o0 uso da calculadora do proprio

software GeoGebra.
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Finalizadas as resolucbes e discussfes, 0 professor junto com a turma deve
chegar a uma resposta correta e entao explorar o aplicativo ‘Aplicativo 02 — segundo
momento’ em anexo. Ademais, durante a formalizac&o € interessante que o professor
varie a0 menos entre a representacdo analitica e grafica do conteudo utilizando o
GeoGebra.

Por fim, na proposicdo de novos problemas aos alunos, sugerimos que o
professor utilize alguns dos demais problemas apresentados nesse GeoGebra Book,
bem como, o ‘Problema 2 - generalizagdao’, em anexo, que visa generalizar o
problema do volume maxima da caixa. Para isso, o professor pode utilizar o arquivo
em PDF e também o aplicativo ‘Aplicativo 02 — segundo momento’, que permite
explorar diferentes dimensdes para uma folha retangular.

Essa atividade foi aplicada a uma turma de Célculo Diferencial e Integral e
relatada em Cardoso (2018).

Bom trabalho!
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APENDICE Q —- GENERALIZAGCAO DO PROBLEMA ‘VOLUME MAXIMO DA CAIXA’

Aluno(s):
Data:

Problema — Generalizacdo do volume de uma caixa

Agora que vocé ja resolveu o problema do volume da caixa para as
medidas especificas, considere uma folha retangular de medidas a e b
guaisquer. Recorte quadrados iguais dos cantos dessa folha. As abas que
sobram sdo entdo dobradas para cima de modo a formar uma caixa sem
tampa, como no problema jé resolvido. A partir disso, generalize os célculos
de modo a representar algebricamente a funcdo volume da caixa e as
dimensdes que maximizam o volume.




